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Formelsammlung für die 
Sekundarstufen 


Größen und Einheiten 


Masse 


Einheiten Zeichen 


Tonne t 
Kilogramm ke 
Gramm g 
Millisramm mg 


alte Einheiten 


Z/entner /tr 
Pfund % 


Länge 


Einheiten Zeichen 


Kilometer 
Meter 
Dezimeter 
Zentimeter 
Millimeter 


Flächeninhalt 


Einheiten Zeichen 


Quadratkilometer km? 
Hektar 

Ar 

Quadratmeter 
Quadratdezimeter 
Quadratzentimeter 
Quadratmillimeter 


Volumen (Rauminhalt) 


Einheiten Zeichen 


Kubikmeter 
Kubikdezimeter 
Kubikzentimeter 
Kubikmillimeter 
Liter 

Milliliter 


Umrechnung 


|t= 1000 ke Tag 
| kg= 10008 


| Ztr=50 kg= 100% 


Zeit 


Einheiten Zeichen Umrechnung 


rgd=>2n 
Stunde l|h= 60 min 
Minute 


Sekunde 


lce=1000 ms 


Geld 


Einheiten Zeichen Umrechnung 


Euro € .E=2100% 


1%=500 g8=0,5kg Cent ct 


Umrechnung 


| km = 1000 m 
im= 10 dm Ip cm= LI00 mm 
100 mm 
ID mm 


Kam dem > 
I @relı- 


Umrechnung 


| km?=100ha 
liha=100a 
| a= 100 m? 
1 m? = 100 dm? 
1 dm? = 100:cm? 
| cm? = 100 mm? 


Umrechnung 


l m?= 1000 dm? 
1 dm? = 1000 cm? 
| cm? = 1000 mm? 


11= 1 dm? = 1000 cm? = 1000 ml 
lml=1 cm? 


Ilmin=60s 


Operatoren in zentralen Prüfungsaufgaben 


Bei Prüfungsaufgaben ist es wichtig, dass der Arbeitsauftrag und die erwarteten Leistungen ganz klar und 
unmissverständlich formuliert werden. Deshalb werden in Aufgaben zentraler Prüfungen bestimmte Auffor- 
derungsverben verwendet, denen in diesem Zusammenhang eine genau festgelegte Bedeutung zugeschrieben 
wird. Diese Aufforderungsverben werden als „Operatoren“ bezeichnet. Sie spielen eine wichtige Rolle in den 
Klausuren der Qualifikationsphase und bei der Vorbereitung auf das Abitur. 


Operator 


angeben, nennen 


begründen 


berechnen 


beschreiben 


bestimmen, ermitteln 


beurteilen 


beweisen, widerlegen 


entscheiden 


erklären 


erstellen, darstellen 


herleiten 


interpretieren 


skizzieren 


untersuchen, prüfen 


vergleichen 


zeichnen, grafisch darstellen 


zeigen, nachweisen 


Erläuterung 


Objekte, Sachverhalte, Begriffe, Daten ohne nähere Erläuterungen, Begrün- 
dungen und ohne Darstellung von Lösungsansätzen oder Lösungswegen 
aufzählen 


Sachverhalte auf Gesetzmäßigkeiten bzw. kausale Zusammenhänge zurück- 
führen (hierbei sind Regeln und mathematische Beziehungen zu nutzen) 


Ergebnisse von einem Ansatz ausgehend durch Rechenoperationen gewinnen 


Strukturen, Sachverhalte oder Verfahren in eigenen Worten unter Berücksich- 
tigung der Fachsprache sprachlich angemessen wiedergeben (hier sind auch 
Einschränkungen möslich z. B.: Beschreiben Sie in Stichworten ...) 


Zusammenhänge bzw. Lösungswege finden und die Ergebnisse formulieren 
(die Wahl der Mittel kann eingeschränkt sein) 


zu Sachverhalten ein selbständiges Urteil unter Verwendung von Fachwissen 
und Fachmethoden formulieren und begründen 


Beweise im mathematischen Sinne unter Verwendung von bekannten mathe- 
matischen Sätzen, logischen Schlüssen und Aquivalenzumformunsgen, ssf. 
unter Verwendung von Gegenbeispielen, führen 


sıch bei Alternativen eindeutig und begründet auf eine Möslichkeit festlegen 


Sachverhalte mithilfe eigener Kenntnisse verständlich und nachvollziehbar 
machen und in Zusammenhänge einordnen 


Sachverhalte, Zusammenhänge, Methoden in übersichtlicher, fachlich sach- 
gerechter oder vorgegebener Form darstellen 


die Entstehung oder Ableitung von gegebenen oder beschriebenen Sachver- 
halten oder Gleichungen aus anderen Sachverhalten darstellen 


Zusammenhänge bzw. Ergebnisse begründet auf gegebene Fragestellungen 
beziehen 


wesentliche Eigenschaften von Sachverhalten oder Objekten srafisch dar- 
stellen (auch Freihandskizzen möglich) 


Sachverhalte, Probleme, Fragestellungen nach bestimmten, fachlich üblichen 
bzw. sinnvollen Kriterien bearbeiten 


Gemeinsamkeiten, Ähnlichkeiten und Unterschiede ermitteln 


hinreichend exakte grafische Darstellungen von komplexen Objekten oder 
Daten anfertigen 


Aussagen oder Sachverhalte unter Nutzung von gültigen Schlussregeln, 
Berechnungen, Herleitungen oder logischen Besründungen bestätigen 
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Mathematik 


Mathematische Zeichen 


Relationen, Operationen, Funktionen, besondere Zahlen 


absoluter Betrag von a 


entspricht; direkt proportional 


‚-,: | plus; minus; mal; geteilt durch a 


=, 


gleich; ungleich; ungefähr gleich 


=T: | größer; kleiner mie größer oder gleich; kleiner oder gleich 


+ teilt; teilt nıcht Wr V | Quadratwurzel (= 2-te Wurzel); 
n-te Wurzel 
N; nicht (Negatıon); und zugleich (Konjunk- |oo unendlich 
tion); oder auch (Alternative) 
tolgt; w ‚ impliziert = | & ___ Jäquivalent; . . genau dann, wenn. 


& Zuordnung Funktion Dy, W; |Definitionsmenge und Wertemenge von f 
= 


Umkehrfunktion von f 


n über k (Binomialkoeffizient) 


Summe ı +m +43 +...+4, 


Kreiszahl Euler’sche Zahl 
st = 3,141592653589... e=2,718281 828459... 


Komplement- 
menge 


| Vereinigungs- 
menge 


Z  ___|Menge der ganzen Zahlen 


N 
oe der rationalen Zahlen Menge der positiven rationalen Zahlen 
(Bruchzahlen ohne Null) 
| Menge der reellen Zahlen Menge der positiven reellen Zahlen 
ne .. Null) 


© Menge der komplexen Zahlen 


Menge aller x, für die gilt... 


I rseckinmunss Intervall la; b offenes IntervalllxeRla<x<b} 
IxeRla<x<ob} 


halboffenes Intervall {xe Rla<x<ob} 


x 


s 
DI 
= 
D 
= 
= 
= 
= 


6 Mathematische Zeichen 


Analysis 
(a) Zahlenfolge a], @, a3, ... im. Limes (Grenzwert) der Zahlenfolge (a,) 
für n gegen unendlich 


Limes f (x) für x gegen xo (Grenzwert von 


| unendliche Reihe; 


2, Ak x 
R=1 2,0, = lim (& a) 
k—1 AN—% 


rechtsseitiger Grenzwert (analog für Iinks- 
seitige Grenzwerte MItE X <xXo) 

f';f",  |zweite, dritte, n-te Ableitung von f 

al 


erste Ableitung der Funktion /; falls / von 
x abhängt, auch die zweite Schreibweise 
(lies: „df nach dx“) 


bestimmtes Integral der Funktion / mit [f(x)dx |unbestimmtes Integral der Funktion f 


I (XAX | den Integrationsgrenzen a und 5b 


Geometrie 


parallel zu; senkrecht zu AR Kreisbogen von A nach B 


AB; AB — .. = ei Fr m. P ASB |Winkel ASB (S Scheitel, SA erster Schen- 
EEE kel, SB zweiter Schenkel) 
Strahl mit Anfangspunkt A durch B rechter Winkel (90°-Winkel) 


Länge der Strecke AB Abstand von P zu der Geraden g 


kongruent; ähnlich ANABC Dreieck ABC 


Vektoren und Matrizen 


Vektor mit den Komponenten (auch: „Ko- 
— ordinaten“) 
Betrag (Länge) des Vektors AB bzw. des |. la.8, ...,mER 
Vektors ä : | |(Vektor im R”) 


Vektorprodukt (Kreuzprodukt) der Vekto- 
rendundd (nur für Vektoren im R°) 


ME -- ME - BE 


Frakturbuchstaben 


Lateinische Buchstaben | A B C D 
Frakturbuchstaben Ya 5b Ce DD 


Lateinische Buchstaben ' N O0 P Q X 
Frakturbuchstaben in 80 %p 8Og Nr Sf Ti | Sb W%m Kı 


Zahlenbereiche 7 \V 


Zahlen 


Zahlenbereiche 


Natürliche Zahlen N 
N=40,.1,.2, ..} 

Ganze Zahlen Z 

ZH: 4 7 10,152, u} 


Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen: 
| Addition, Multiplikation 


Der Bereich der ganzen Zahlen umfasst dıe natürlıchen Zahlen und die zu 
ihnen entgegengesetzten Zahlen. 

Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen: 
Addition, Subtraktion, Multiplikation 


s 
+ 
> 
D 
= 
= 
a2 
= 


Gebrochene Zahlen 
(Bruchzahlen) ®' 


0 12|maeN.p.az0L 


|Gebrochene Zahlen können auch durch (endliche oder periodische) Dezi- 
malbrüche angegeben werden. 

Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen. 

| Addition, Multiplikation, Division (außer durch 0) 


Rationale Zahlen ® 
Q= e p.geZundgz0! 


|Die rationalen Zahlen bestehen aus den positiven gebrochenen Zahlen, den 
zu ihnen entgegengesetzten Zahlen und der Zahl. 

Jede rationale Zahl kann als Dezimalbruch dargestellt werden. 

Die ratıonalen Zahlen lıegen dicht auf der Zahlengeraden, es gıbt aber 
|Punkte (Lücken), zu denen keine rationale Zahl gehört. 

Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen: 

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division (außer durch 0) 


Reelle Zahlen R Die ratıonalen und die irrationalen Zahlen bilden den Zahlenbereich der re- 
ellen Zahlen. Irrationale Zahlen sınd unendliche, nıchtperiodische Dezimal- 
|brüche. 

| Beispiele für irrationale Zahlen und ıhre Darstellung mithilfe ratıionaler Nä- 
|herungswerte: 

st = 3,141 592653589793 238462643. ..; V2 = 1,414213 562 ... 
Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen: 

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division (außer durch 0). Das Radi- 
zieren ıst auf nichtnegative Radıikanden beschränkt. 


C=[a+bila,beR;?=-1} 

| Die komplexen Zahlen können nicht auf einer Zahlengeraden, sondern ın 
ıder Gauß’schen Zahlenebene dargestellt werden. (7 S. 13) 
Uneingeschränkt ausführbare Rechenoperationen: 

Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division (außer durch 0) und Radi- 
zieren (Wurzelziehen) sind stets ausführbar. 


Komplexe Zahlen C 
C=[a+bilabeR;?=-1} 


Teilmengenbeziehungen — 
zwischen den Zahlenbereichen | m 7 N © a 
| I me i 4 3 


Intervalle im Bereich der reellen Zahlen 


Abgeschlossene |[«a; 5] ıst die Menge aller reellen Zahlen xmitas<x<d. 
Intervalle Die Randwerte a und 5 gehören zum Intervall. 


Offene Intervalle | |a: b| ıst die Menge aller reellen Zahlenxmita<x<D. 
Die Randwerte a und 5 gehören nicht zum Intervall. 
la; +] ist die Menge aller reellen Zahlen x mit x > a. 


Halboffene [a; b[ ıst die Menge aller reellen Zahlen xmitas<x <od. 

Intervalle Ja; DJ] ıst die Menge aller reellen Zahlen xmita<x<=Dd. 
la; +>o| ist die Menge aller reellen Zahlen x mit x2 a. 

]- »; a] ist die Menge aller reellen Zahlen x mit x <a. 


8 Zahlen 


Teiler und Vielfache natürlicher Zahlen © 008-1 


Teiler und Für natürliche Zahlen a und b gilt: 
Vıelfache Ist a ein Vielfaches von b, d.h.a=n-bmitneN, so heißt 5b Teiler von a. 
Man schreibt in diesem Fall: bla (b teilt a; 5 ist Teiler von «) 
Ist 5 ein Teiler von a, so nennt man aeın Vielfaches von 5. 
kgV und ggT | Das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von natürlichen Zahlen ıst die kleinste natürliche 
Zahl, die alle beteiligten Zahlen als Teiler besitzt. 


Der größte gemeinsame Teiler (ggT) von natürlichen Zahlen ist die größte natürliche Zahl, die 
alle beteiligten Zahlen als Vielfache besitzt. 


Mathematik Y = 


Teilbarkeits-. 
regeln 


Teiler 7 | Eine natürliche Zahl ist durch 1 teilbar, ... 


2 wenn sie auf 0, 2, 4, 6 oder 8 endet, sonst nıcht. 

3 wenn ihre Quersumme (Summe aller Ziffern) durch 3 teilbar ist, sonst nicht. 

4 wenn Ihre letzten beiden Ziffern eine durch 4 teılbare Zahl darstellen, sonst nicht. 
5 wenn sie auf O0 oder 5 endet, sonst nicht. 

6 wenn sıe durch 2 und durch 3 teılbar ist, sonst nıcht. 

8 wenn Ihre letzten drei Ziffern eine durch 8 teilbare Zahl darstellen, sonst nicht. 

9 wenn ihre Quersumme (Summe aller Ziffern) durch 9 teilbar ist, sonst nicht. 


10  |wenn sıe auf O endet, sonst nıcht. 


Primzahlen C, 008-1 


Natürliche Zahlen, die nur 1 und sıch selbst als Teiler haben, bezeichnet man als Primzahlen. Jede natürliche 


Zahl besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung, dıe man meist unter Verwendung der Potenzschreibweise 
angıbt. 


Beispiel: 720=2:5:2-:2:-2:-3:-3=2*-3°-5 


Die ersten 130 Primzahlen lauten: 


Teilbarkeit und Primzahlen | Zahlensysteme 9 \V 


Zahlen im Zehnersystem/Dezimalzahlen 


Im dekadischen Zahlensystem, kurz: Zehnersystem oder Dezimalsystem, wird als Basıs dıe Zahl 10 benutzt, 
d.h., die einzelnen Stellen sınd Potenzen von 10 (Zehnerpotenzen). 

Zur Darstellung der einzelnen Zahlen werden die zehn Ziffern 0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7,8 und 9 benutzt. 

Die Stelle einer Ziffer innerhalb der ganzen Zahl ergibt ıhren Wert. 


Eine Stellentafel im Dezimalsystem hat folgende Form: 


s 
= 
D 
= 
= 
= 
= 


Für die ın der dezimalen Stellentafel dargestellte Zahl 4305 260 044 gsılt: 
4305260044 =4:10° +3.10° +35. 106 +2:10% +6-10° +4:10!+4:10° 
—4.1000000000 + 3 - 100000000 + 5 - 1000000 +2: 100000 +6: 10000 +4-10 +4-1 


Die ın der Stellentafel dargestellte Zahl 4 305 260 044 lautet: 
vier Milliarden dreihundertfünf Millionen zweihundertsechzig Tausend vierundvierzig. 
Zahlen im Zweiersystem/Dualzahlen © 009-1 
Im dualen Zahlensystem, kurz: Zweiersystem oder Dualsystem, wırd als Basıs dıe Zahl 2 benutzt, d.h., dıe 


einzelnen Stellen sind Potenzen von 2. 
Zur Darstellung der einzelnen Zahlen werden nur zwei Ziffern benötigt: O und 1. 


Eine Stellentafel im Dualsystem hat folgende Form: 


| y° 2 e 9* ®, . ; R 
(= 1024) | (= 512) | (=256) | (= N -32) | (=16) 


Für dıe ın der dualen Stellentafel dargestellte Zahl [101011011] gilt: 
101011011, = 1-2? +1-2°+1-2°+1-2°+1-2!+1-2° 
=256 +64 +16 +3 +2 +1 =347 


Für dıe Addition von Dualzahlen gilt: 0+0=0;0+1=1;1+0=1;1+1=10 
Für die Multiplikation von Dualzahlen gilt: 0:0=0;0 - 1=0:1-0=0;1-1= |] 


Zahlen im Hexadezimalsystem/Hexadezimalzahlen © 009-1 


Im Hexadezimalsystem wird als Basıs die Zahl 16 benutzt, d.h., die einzelnen Stellen sind Potenzen von 16. 
Zur Darstellung der einzelnen Zahlen werden 16 Ziffern benötigt: 0, 1,2, 3,4, 5,6, 7,8,9, A,B,C, D, E, F. 


Eine Stellentafel im Hexadezimalsystem hat folgende Form: 


168 167 166 16° 116? 
(=4294 967296) |(= 268435456) \(= 16777216) |(= 1048576) |(=65 536) \(=4096) 


Für dıe in der hexadezimalen Stellentafel dargestellte Zahl [A06037F]ı s gilt: 
[A06037F] „= 10: 16° +6-16° +3-16 +7-161+15-16° 
— 10-16777216 +6-65536+3-256+7-16 +15-1 = 16816627] 


10 Rechenoperationen und Rechengesetze 


Rechenoperationen und Rechengesetze 


Rechenoperationen 
l. Stufe Addition a,b Summanden c Summe 
Subtraktion a  Minuend b Subtrahend c Differenz 
2. Stufe Multiplikation a-b=c a,b Faktoren c Produkt 
Division :b=c(b#( Dividend b Divisor c Quotient 


3. Stufe Potenzieren Basis b Exponent c Potenz 
Radizieren 1 Radikand n Wurzelexponent c (n-te) Wurzel 
(a>0;neN,n>0) 

Logarithmieren log,b=c ı Basis b Numerus c Logarithmus 
(a,b>V;a 1) 


Vorrangregeln | Sind mehrere Rechenoperationen verschiedener Stufe auszuführen, so haben stets die Ope- 
rationen der höheren Stufe den Vorrang: Es gilt Punkt- vor Strichrechnung sowie Potenzie- 
ren, Radiızıeren und Logarithmieren vor Punkt- und Strichrechnung. 

Zuerst müssen jedoch die Operationen in den Klammern ausgeführt werden. 
Beispiel: 43 - (7:2? —,/9) =43 - (7-4-3) =43—- (283-3)=43 -25=18 


Sind mehrere Zahlen durch Rechenoperationen gleicher Stufe verknüpft, so werden die 
Operationen in der Regel schrittweise von links nach rechts ausgeführt. 
Beispiel: 24:3-7=8-7=56 


Rechengesetze für die Grundrechenarten 


Kommutativ- Kommutativgesetz der Addition 
gesetze Kommutativgesetz der Multiplikation 
Assoziativ- (a+b)+c=a+lb+co)=a+tb+c Assoziativgesetz der Addition 

gesetze reed Assoziıativgesetz der Multiplikation 


Distributiv- (a+b) c=a'c+b°c a-(b+c)=a'b+a:c 

gesetze Aus diesen beiden Gesetzen ergeben sıch folgende abgeleitete Gesetze: 
(a-b) c=a'c-b'c a’(b-co)=a:b-a:c 
(a+b):c=a:c+b:c(c#0) (a-b):ce=a:c-b:c(c#0) 


Monotonie- Ausa<bfolgta+tce<b+e. 
gesetze Ausa<bfolgta:c<b:c,fallse>0. 
Ausa<bfolgta:c>b-c,fallsce<O. 


Umkehr- » Addition und Subtraktion sind Umkehroperationen voneinander. Man kann eine Zahl 
Operationen a subtrahieren, indem man ıhre Gegenzahl —a addiert. 
» Multiplikation und Division sind Umkehroperationen voneinander. Man kann durch 
eine Zahl a #0 dividieren, indem man mit ihrem Kehrwert - multipliziert. 


Rundungsregeln 


>» Folgt der Rundunssstelle eine 0, 1, 2, 3 oder 4, wird abgerundet. Der Stellenwert an der Rundunsgsstelle 
bleibt unverändert. 


» Folgt der Rundunssstelle eine 5, 6, 7, 8 oder 9, wird aufgerundet. Der Stellenwert an der Rundunssstelle 
wird um | erhöht. 
>» Beim Runden ist auf sinnvolle Genauigkeit zu achten! 


Rechenoperationen und Rechengesetze | Rechnen mit Brüchen | Terme 11 


Rechnen mit Brüchen 


Bezeichnungen 


Ein Bruch ist ein Term der Form ; (b#0). a 


Für jedes a gilt: a. 
a heißt Zähler, 5 heißt Nenner. 3 0 

d Für «#0 gilt: -=1;-=0. 
5 di # 


Erweitern Man erweitert einen Bruch, indem man Zähler und 
Nenner mit derselben natürlıchen Zahl multipliziert. 

Kürzen Man kürzt einen Bruch, indem man Zähler und 
Nenner durch dieselbe natürliche Zahl dividiert. 


Addition/ Brüche mit gleichem Nenner werden addiert bzw. sub- N 
trahiert, indem man die Summe bzw. die Differenz der . + 
Zähler durch den gemeinsamen Nenner dividiert. 

Brüche mit verschiedenen Nennern müssen zuerst durch Erweitern oder Kürzen auf ei- 
nen gemeinsamen Nenner (z. B. auf den Hauptnenner als 7) kgV (S. 8) der einzelnen 
Nenner) gebracht werden. 


‚nd 
Ist auch 4 #0, so heißt — Kehrwert von 
Aa 


at b 


Subtraktion 


C ® 


| Brüche werden multipliziert, indem man das Produkt 
der Zähler durch das Produkt der Nenner dividiert. 


Division Brüche werden dividiert, indem man den Dividenden 
mit dem Kehrwert des Divisors multipliziert. 


Terme 6011-1 


Multiplikation 


Terme mit Zu einem Term mit einer Variablen gehört eine Definitionsmenge D, dıe genau die Zah- 

Variablen len enthält, welche für dıe Variable eingesetzt werden dürfen. 

& 011-1 Zum Auswerten eines Terms für eine bestimmte Variablenbelegung müssen für gleiche 
Variablen die gleichen Zahlen eingesetzt werden. 
Zweı Terme heißen äquivalent (über D), wenn für jede mögliche Einsetzung aus D die 
Werte der beiden Terme übereinstimmen. 


Bruchterme Terme, bei denen Variablen auch im Nenner auftreten, nennt man Bruchterme. 
Dann sind die zu den Variablen gehörigen Definitionsmengen so zu wählen, dass der 
Nenner nıcht null werden kann. 

Auflösen von a+b+d)=Aarb+L a+(b-c)=a+b-c 
a—(b+c)=a-b-c a—(b-c)=a-b+c 


a:(b+c-d)=ab+ac-ad (a+b):(c+d)=ac+ad+bc+bd 


Mittelwerte 


Geometrisches Mittel |G= Ya :» (a, >0) 


Harmonisches Mittel 7 = 


s 
a 
=> 
_ 
= 
+ 
a2 
= 


12 Rechenoperationen und Rechengesetze 


Potenzen 


Definitionen für «* 


Potenzgesetze 


Wurzeln 


Definition für \/a 


Wurzelgesetze 


Logarithmen 


Definition für log,b 


Logarıthmengesetze 


Zusammenhang zwI- 
schen Logarıthmen 
(Basiswechsel) 


spezielle 
Logarıthmen 


> VVa=VVa="Ya 


Die Zahl k heißt Exponent, die Zahl a Basis der Potenz. 
FürkeNundaeßR silt: Sonderfälle: = 


a = a-d-...-A ar*=1 (a40) =] 
u ak \ 


k Faktoren (0° ist nicht erklärt.) 


Für k=mitpe Z,ge Nundg£0silt: 
q 


pP 


1 d 
a= (ey = Ya; d=1la (a>0) 
Füra,bEeR,a,b£Z0undm,neZoderabera,bER, a,b >0undm,ne® silt: 
>. eg)" 
>." - at > er 


>» a - re 


FüraeR;) undneN (n > 1) ist die n-te Wurzel aus a (in Zeichen:\/a) die eindeutig 
bestimmte nichtnegative Zahl x mit x” = a. 

Mit anderen Worten: \/a ist die nichtnegative Lösung der Gleichung x” = a. 

Die Zahl n wırd als Wurzelexponent, dıe Zahl a als Radikand bezeichnet. 


a (a€ R,;) nennt man auch Quadratwurzel und schreibt dafür kurz /a. 
Füra,bEeR,.a,b>O0undm,neN,m,n>1silt: 


n nfı n Va nÜ m. 
> Va-VYb=YVab Enzo 
Va" Ver 


FürabeR’ unda#l ist der Logarithmus von 5 zur Basis a diejenige Zahl, mit der 
man a potenzieren muss, um b zu erhalten. Man schreibt für dıese Zahl log,b. Die 
Zahl b wird als Numerus bezeichnet. 

Die Zahl x = log,b ıst die eindeutig bestimmte Lösung der Gleichung a’ =D. 


1 
Füra>OundaZ#lsilt: log,a=1 log,1=0 log. =-1 log,(a’) = c 


FüraeR,a>0,a#1lundb,b,b» eR* undreQ@undne N,n£Osilt: 


> log,(bı :b>2) =log,bı + log,» »log,b"=r-log,b 
b a | 

>» log, (2) = log,bı - log, 5» » log, Vb= . log,b 
” 


_Jog.b 
log, a 


Pl 


log„b Spezialfall: log,b = 


lgb 
Insbesondere gilt: log, = I undlo &.b= 


ga (71 spezielle Logarithmen) 


lo pa 
Ind 
Ina 


» Der Logarıthmus log, x zur Basıs 10 wırd als Zehnerlogarithmus oder dekadischer 
Logarithmus bezeichnet. Die übliche Abkürzung dafür ıstlgx. 
» Der Logarıthmus log, x zur Basıs e heißt natürlicher Logarithmus In x. 


f 
FürxeR,x>0Ogilt: nx- ee also Inx = 2,3026 -1g x 


Komplexe Zahlen 


Komplexe Zahlen 
in Normalform 


Rechenoperationen 
mit komplexen Zahlen 
ın Normalform 


Komplexe Zahlen 
in trigonometrischer 
Form 


Rechenoperationen 
mit komplexen Zahlen 
in trigonometrischer 
Form 


Beispiel für die 
grafische Addition 
bzw. Subtraktion 
komplexer Zahlen 


Potenzen, Wurzeln, Logarithmen | Komplexe Zahlen 13 


| Der Bereich der komplexen Zahlen |Darstellung der komplexen Zahlen ın der 


C umfasst alle Zahlen der Form Gauß’schen Zahlenebene 
z=aH+bila,b ER: f=—I). 

anennt man Realteil von z (Re) ımaginäre Achse 4 
und 5b Imagınärteil von z (Im). 


Alle komplexen Zahlen mit b=0 
sind reelle Zahlen, alsoR <<. 

Alle komplexen Zahlen mit a=0 
und 5 #0 sind ımagınäre Zahlen. 


Die Zahl z = a — bı heißt die zu 


|z=a+bi konjugiert komplexe Zahl. 


Gegeben sind die komplexen Zahlenz=a+bi, 2, =a +b11,» =m +bn1. 


» Gleichheit: zı und > sind genau dann gleich, wenn a; = und bi = by. 
» Addition: 4 we (a + an) + (bı + b>) 1 

» Subtraktion: Zı - Do» -= (a — a) >T- (bı — b>) 1 

>» Multiplikation: zı -» = (a a»—b; b>) + (aı b» + bi) 1 

am+bn mbı -ab» 


» Division: 
a5 + b; a5 + b; 


i fürn #0+0i 
» Inverses: —- == —1 für z20+401 


» Betrag: 


Wegen |z|=r=va+b, 


a=|z|-cosaundb=|z|-sin amit 
0° <a < 360° folgt ausz=a-+biı: 
z=|z|-c0s@+|z|-sinoi 
= |z|-(cosa+sin ai) 
=r-(cosa+sin ai) 


Gegeben sind die komplexen Zahlen 


z=r:(cosad+sin di),zı =rj (cos dı +sin 1), =: (COS a + sin Qa1). 


» Gleichheit: zı und » sind genau dann gleich, wenn rı =r> und aı = &. 
» Addition: zı+2=(rı-cosaı +r2:c0os@)+(rı -sina, +r2 -sin @)i 
» Subtraktion: 27 —-2n=(rı-c0osadı —rn-C0os@)-+ (rı -sina, —r-sin @)l 
> Multiplikation: 217°» =f hr cos (a Tr 0) +siın (a, + 0) 1| 


» Division: 


» Inverses: 


» Potenzieren: 


\V 


s 
DI 
> 
_ 
= 
= 
a2 
= 


Mathematik Y = 


14 Gleichungen und Funktionen 


Gleichungen und Funktionen 


Gleichungen und Funktionen stehen ın enger Beziehung zueinander. Funktionale Abhängigkeiten können 
häufig durch Gleichungen beschrieben werden. Bestimmte Typen von Gleichungen entsprechen dabei be- 
stimmten Funktionstypen. 


Grundbegriffe zu Gleichungen 


Grundbegriffe 


Äquivalenz- 
umformungen 
© 014-1 


Die Definitionsmenge D einer Gleichung mit einer Variablen (Unbekannten) sıbt an, welche 
Zahlen für dıe Variable eingesetzt werden dürfen. 


Eine Zahl aus der Definitionsmenge ıst eine Lösung der Gleichung, wenn beim Einsetzen 
der Zahl für die Variable eine wahre Aussage entsteht. 
Alle Zahlen, dıe Lösungen der Gleichung sind, bilden dıe Lösungsmenge /. 


Die wichtigsten Äquivalenzumformungen sind: 


> Beide Seiten der Gleichung werden mit derselben von null verschiedenen Zahl multipli- 
ziert bzw. durch dieselbe von null verschiedene Zahl dividiert. 

» Auf beiden Seiten der Gleichung wird dieselbe Zahl oder derselbe Term addiert bzw. sub- 
trahıiert. 

Zum Lösen von Gleichungen kann man versuchen, durch geeignete Äquivalenzumformun- 

gen die Variable zu isolieren. 

Führen Äquivalenzumformungen einer Gleichung auf eine wahre Aussage (wiez.B.2=2), 

so ıst die Gleichung allgemeingültig. Dann ist =D. 

Führen die Äquivalenzumformungen aufeine falsche Aussage (z.B. 2 = 0), so ist die Glei- 


chung unerfüllbar. Die Lösungsmenge ist dann leer (L=&bzw.L={}). 


Grundbegriffe zu Funktionen 


Der Funktions- 
begriff 
@ 014-2 


Darstellung von 


Funktionen 


Eine Zuordnung ordnet jedem Element einer Menge (Definitionsbereich) einen oder mehre- 
re Werte einer anderen Menge (Wertebereich) zu. 

Eıne Funktion ist eine eindeutige Zuordnung: Jedem Element (Argument) des Definitions- 
bereichs wird jeweils genau ein Funktionswert zugeordnet. 

Die Zuordnungsvorschrift einer Funktion f gibt an, wie zu jedem Element x des Definitions- 
bereichs D, der zugehörige Funktionswert y des Wertebereichs W, gefunden wird. Man 
schreibt f: x > y. 

Oft lässt sıch der zu x gehörende Funktionswert y durch einen Funktionsterm f(x) berech- 
nen. Die Gleichung y = f(x) heißt Funktionsgleichung. 


Eine Zuordnung oder eine Funktion kann _|Beispiel: 

(unter anderem) durch eine Wortvorschrift, | Wortvorschrift: 

eine Funktionsgleichung, eine Wertetabelle | Jeder reellen Zahl wird ihr um zwei vermin- 
oder einen Funktionsgraphen (grafische Dar- | dertes Quadrat zugeordnet. 

stellung ım Koordinatensystem) gegeben 
sein. 

Der Graph G; einer Funktion fbestehtaus | 
allen Punkten P(x; f(x)) mitxe D;. Wertetabelle: 
Er kann eine lückenlose Kurve ergeben oder 

auch z.B. aus einzelnen Punkten bestehen. 

nn bei Auch probiemen ist stets zu 


Funktionsgleichung: 
f£xH+jymity=f 2 


Punkte eines Punktanseraphen sinnvoll ver- 
bunden werden können.) 
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Eigenschaften von Funktionen und ihren Graphen 


Nullstellen Eine Zahl x € D; heißt Nullstelle einer Funktion f, wenn gilt: f(x) =. 


Man ermittelt die Nullstellen rechnerisch, indem man die Gleichung f (x) = 0 löst und 
prüft, ob die Lösungen zum Definitionsbereich gehören. 


Die Nullstellen einer Funktion sınd dıe x-Koordinaten der Schnittpunkte ihres Graphen 
mit der x-Achse. 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
= 
= 


Monotonie ' Eine Funktion f bzw. ıhr Graph heißt auf einer Teilmenge M des Definitionsbereiches 
@& 015-1 


>» monoton steigend, wenn für alle x, 23 € M mit 
2 <a gilt: f(x) < fx). j er 
» monoton fallend, wenn für alle x|, 2, € M mit Eh e 
2 <2 gilt: fr) fo). 
» streng monoton steigend, wenn für alle xı, x € M mit 
2 <a gilt fe) < fan). Te 
» streng monoton fallend, wenn für alle xı, 23 € M mit Graph 


2 < 22 gilt: fm) >). 


BR 


Symmetrie Der Graph einer Funktion kann zum Beispiel achsensymmetrisch bzgl. irgendeiner Ge- 
015-2 raden oder punktsymmetrisch bzgl. ırgendeines Punktes sein. Besonders wichtig sınd die 
beiden folgenden Fälle: 


>» Der Graph einer Funktion / 1st achsensymmetrisch bzgl. der y-Achse, wenn für jedes 
ne 1); gilt: —x e.D% und f(-x)=f(x) 

» Der Graph einer Funktion / ıst punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung (0; 0), 
wenn für jedes ze D; gilt: -xe D, und f(-x)=- f(x) 


bzgl. der y-Achse achsensymmetrischer Graph bzgl. (0;0) punktsymmetrischer Graph 
Periodizıtät Eine Funktion / heißt periodisch, wenn es eine positive Zahl p gibt, sodass fürallexe D; 
dıe tolgenden beiden Bedingungen erfüllt sind: 

x+peD,undf(x+p)=f(x). 


p heißt Periode von [. 


Die Funktionswerte einer periodischen Funktion wiederholen sıch ın gleichen Abständen 
p regelmäßig. Der Graph kommt nach Verschiebung um > in x-Richtung mit sich selbst 
zur Deckung. 

Typische Beispiele sind die 7 Sinus- und die 7 Kosinusfunktion. 


Schnittpunkte 
zweier Graphen 
& 015-3 


Die Graphen zweier Funktionen f und g haben an der 

Stelle x einen Schnittpunkt, wenn dort die Funktions- On 
werte f(x) und g(x) übereinstimmen. . 
Man kann die x-Werte der Schnittpunkte ermitteln, 

indem man die Gleichung f(x) =g(x) löst. Einsetzen 

einer solchen Lösung in den Funktionsterm f(x) oder g(x) 
ergibt den zugehörigen y-Wert. 2 =) 


| 
| 
A 
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Umkehrbarkeit von Funktionen 


Eine Funktion f, bei der zu jedem Funktionswert genau ein Argument gehört, ıst umkehrbar, d.h., es gıbt 
eine Umkehrfunktion f ', die jedem Funktionswert y € W; der ursprünglichen Funktion f das zugehörige 
Argument x € D; zuordnet. 

Definitionsmenge von f ist Dy-ı = W;, die Wertemenge von f ist Ma=D; 


> 
= 
4 
(0 
= 
U 
Fe Die Umkehrfunktion f "' ist selbst auch umkehrbar, ihre Umkehrfunktion ist wieder die ursprüngliche 
< Funktion f. 
Man erhält den Funktionsterm der Umkehrfunktion von f, indem 
man die Gleichung y=/(.x) nach x auflöst und die Variablen y und x 
vertauscht. # 


Die Graphen der Funktion und ıhrer Umkehrfunktion (Darstellung G; 
von f und f ') gehen jeweils aus dem anderen Graphen durch 
Spiegelung an der Winkelhalbierenden im 1. und 3. Quadranten hervor. 


Eine Funktion, deren Graph auf ihrem gesamten Definitionsbereich streng monoton ist, ist umkehrbar. 


Einfluss von Parametern © 016-1 


Addition einer 
KonstantebeR 


Der Graph von g geht aus dem Graphen von f durch 
eine Verschiebung um 5 in Richtung der y-Achse hervor. 
zum Funktions- 

term: 


CO) -I)rb 


Addition einer 
KonstantedeR 
zum Argument: 


sa)=/xta 


Multiplikation des 


Funktionsterms 
mit einer Konstan- 
tenaeR\{0}: 
six) =a f(x) 


Multiplikation des 


Arguments mit 
einer Konstanten 
ceR\{0}: 

SR) = JlC x) 


Der Graph von g geht aus dem Graphen von f durch 
eine Verschiebung um -d in Richtung der x-Achse hervor. 


Der Graph von g geht aus dem Graphen von f durch 
eine Streckung mit dem Faktor a in Richtung der y-Achse 
hervor. 

Für |a |< 1 bedeutet das eine Stauchung. 


Für a < O findet zusätzlich eine Spiegelung an der 
x-Achse statt. 

Der Falla = —1, d.h. g(x) = - f(x), bedeutet aus- 
schließlich eine Spiegelung an der x-Achse. 


Der Graph von g geht aus dem Graphen von f durch 
eine Streckung mit dem Faktor in Richtung der 


x-Achse hervor. 
Für |c| > 1 bedeutet das eine Stauchung. 


Für c < 0 findet zusätzlich eine Spiegelung an der 
y-Achse statt. 

Der Falle=-1,d.h. g(x) = f(- x), bedeutet aus- 
schließlich eine Spiegelung an der y-Achse. 


FILE 


Zur Beachtung: Findet ın x- bzw. y-Richtung sowohl eine Verschiebung als auch eine Streckung (Stauchung, 
Spiegelung) statt, ıst die Reihenfolge der Veränderungen entscheidend für den entstehenden Funktionsterm. 
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Direkte und indirekte (umgekehrte) Proportionalität © 017-1 


Definition 


Merkmale 


Grafische 
Darstellung 


Verhältnis- 
gleichung 
und 
Dreisatz 


Direkte Proportionalität 
(Direkt proportionale Zuordnungen) 


Zweı Größen sınd direkt proportional zuein- 
ander, wenn die Verhältnisse einander zuge- 
ordneter Werte der beiden Größen stets gleich 
sınd (Quotientengleichheit). 


Für alle Wertepaare (x;; y;) und (x; ; yı) gilt: 


> == m (x; #0) bzw. y=m-x; 


X (Verhältnisgleichung) 


Ai Ak 
Die Konstante m heißt Proportionalitätsfak- 
tor. 


Wird die eine Größe verdoppelt 
(verdreifacht, ...), so verdoppelt 
(verdreifacht, ...) sich auch die andere. 
Wird dıe eine Größe halbiert 
(gedrittelt, ...), so halbiert 

(drittelt, ...) sich auch die andere. 


Faustregel: „Je mehr — desto mehr.“ 


Eine direkt proportionale Zuordnung x > y 
ist eine Funktion mit der Funktionsgleichung 
y=k'x. 
Der Graph liegt auf 
einer Geraden, die 
durch den Ursprung 
des Koodinaten- 
systems geht. 


Grundaufgabe: Von zwei Wertepaaren 
(x1; yı) und (x>; y>) sind drei Werte bekannt, 
der vierte Wert ist gesucht. (x1,x2 #0) 


l. Lösungsmösglichkeit: 

122 wird nach 
x % 

dem gesuchten Wert aufgelöst. 


Die Verhältnisgleichung 


2. Lösungsmösglichkeit: Dreisatzschema 
Beispiel: Gegeben sınd x}, yı und x», gesucht 


Ist y>. 
x — 
ER] ( ) | 
l + >= 


Schluss auf 
ni... iu 
NE 7 Fr. X2 


die Einheit 
Schluss auf 
Ergebnis: y) = 1 X) 


das Gesuchte 


Indirekte Proportionalität 
(Antiproportionale Zuordnungen) 


Zweı Größen sind indirekt proportional zuein- 
ander, wenn die Produkte einander zugeord- 
neter Werte der beiden Größen stets gleich 
sınd (Produktgleichheit). 


Für alle Wertepaare (x;; y;) und (x;; y,.) gilt: 
k | 
> xy =kbzw. y; = | (x; #0) 


X 


>» x; -y;=Xx :yr (Produktgleichung) 


Wird die eine Größe verdoppelt 
(verdreifacht, ...), so halbiert 
(drittelt, ...) sich die andere. 
Wird die eine Größe halbiert 
(gedrittelt, ...), so verdoppelt 
(verdreifacht, ...) sıch dıe andere. 


Faustregel: „Je mehr — desto weniger.“ 


Eine ıindırekt proportionale Zuodnung x > y 
ist eine Funktion mit der Funktionsgleichung 


a 
er (xF0). 


Der Graph liest auf 
einer Hyperbel, also 
aufeiner Kurve, die 
sıch für sehr kleine 
x-Werte an die y-Ach- 
se und für sehr große 
x-Werte an die x-Ach- 
se anschmiegt. 


Y 


Grundaufgabe: Von zwei Wertepaaren 
(x1; yı) und (x; y>) sind drei Werte bekannt, 
der vierte Wert ist gesucht. (x1,x2 #0) 


l. Lösungsmösglichkeit: 
Die Produktgleichung x; - yı = x : ya wird 
nach dem gesuchten Wert aufgelöst. 


2. Lösungsmösglichkeit: Dreisatzschema 
Beispiel: Gegeben sınd x}, yı und x>, gesucht 
1st sr 
Schluss auf _ ( I > yı 
die Einheit 

Schluss auf 
das Gesuchte 


1 
1 yıXı 
"Xx9 ( zu 
| YıX1 
5) — % 


Ergebnis: a = 


X 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 
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Prozent- und Zinsrechnung © 018-1 


Prozentrechnung 


» Der Grundwert G ist die Bezugsgröße. Er |» Das Kapital X entspricht dem Grund- 

stellt das Ganze (100%) dar. wert G. 

>» Der Prozentsatz (p %) gibt einen Bruch- |» Der Zinssatz p % tritt an die Stelle des 
teil in Prozent (Hundertstel) an. Prozentsatzes p%. 
Die Zahl p heißt Prozentzahl. 

» Der Prozentwert W ist der zum Prozent- |» Die Zinsen Z entsprechen dem Prozent- 
satz gehörige Anteil des Ganzen. wert W. 

Prozentwert und Prozentsatz sınd zueinan- | Zinsen und Zinssatz sınd zueinander 

der 7 direkt proportional. (S.17) 7 direkt proportional. (S.17) 


Mathematik Y e 


w 
Zu berechnen ıstp%: p%= Tr auf; Zu berechnen ist p %: 


Zu berechnen ist G: en Zu berechnen ist K: 


Einige Prozent- 1% |2% | 2,5% |4% |5% | 10% | 12,5% | 20% | 25% 33,3% 50% 66,6% 75% 
sätze 


| | 
100 | 50 | 4 | 3 2 


Zinsen für feste | - u. _ £K m:p Ari-p 
Anlagezeit u Ma Sn Ta 100 - 360 


Zinseszinsen Die jährlichen Zinsen werden dem Kapital zugeschlagen und ım Folgejahr mitverzinst. 
Bei einem Startkapital Äo und einem Jahreszinssatz von p% beträgt das Kapital nach n 


Jahren K, Ko a | 


i lage: 4 = 


Das Kapital wächst exponentiell (71 S. 25) mit dem Wachstumsfaktor g=1+ Ei 


100 
Kapitalverrentung |Vorschüssige Zahlungsweise: Am Jahresanfang wird jeweils eine Rate Reingezahlt und 
am Jahresende wird das Gesamtkapital mit p % verzinst. 


| | nl , 
Kapıtal nach n Jahren: X,„=Ko:qQ"+R:g: IT mitg=| re 
Nachschüssige Zahlungsweise: Am Jahresende wird jeweils eine Rate Reingezahlt und 
anschließend wird das Gesamtkapital mıt p% verzinst. 


. 1 1 
Kapkalnacdın ihren = KT | mitg= 14 
g- 


In beiden Formeln bezeichnet X, ein eventuell vorhandenes Startkapital. 
Abschreibungen BE oo. Anschaffungskosten 

lineare Abschreibung: jährliche Abschreibung = — ————— —— 

ineare Abschreibung: jährliche Abschreibung = 7 en 


geometrisch-degressive Abschreibung: jährliche Abschreibung = p”% des Vorjahreswertes 


! 
Zeitwertnach t Jahren: K, = Ko: ( — En) 
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Schuldentilgung © 019-1 


Grundbegriffe Eine Kreditsumme Xh, die zu einem Zinssatz von p % Je Zinsperiode aufgenommen wur- 
de, wird in der Regel durch eine oder mehrere Rückzahlungen (Annuitäten) jeweils am 
Ende einer Zinsperiode getilgt. 
Eine Annuität A besteht aus dem Zinsanteil Z und dem Tilgungsanteil ! A=Z+T. 
» Zinsanteil: am Ende der Zinsperiode entstandene und fällige Zinsen, bezogen auf die 
zu Beginn der Zinsperiode vorhandene Restschuld 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


» Tileungsanteil: Zahlungsanteil, der zur Minderung der jeweiligen Restschuld beiträgt 


Nach vollständiger Tilgung der Schuld ist die Summe der Tilgungsanteile aller Annuı- 
täten gleich der aufgenommenen Kreditsumme X. 


Äquivalenzvon | Die beiden Zahlungen X, (fällig zum Zeitpunkt =0) 

Zahlungen und X, (fällig zum Zeitpunkt '=n;d.h. n Zinsperioden 
nach dem Zeitpunkt = 0) heißen bei Verwendung von 
Zınseszinsen äquivalent, wenn folgende Beziehung gilt: 


Tilgungsarten > sesamtfällige Schuld mit vollständiger Zinsansammlung: 
Ko wird am Ende der Laufzeit von n Zinsperioden 
zusammen mit den angefallenen Zinsen mit einer 
Annuität A zurückgezahlt. 


» gesamtfällige Schuld ohne Zinsansammlung: 
K, wird am Ende der Laufzeit von n Zinsperioden mit 
einer Zahlung A getilgt, die Zinsen Z; werden je Zins- 
periode gezahlt. 


>» Ratentilgung: 
Alle Annuitäten haben denselben Tilgungsanteil 7, 
bei insgesamt n Raten gilt: T= Ky/n. Die am Ende der 
k-ten Zinsperiode fälligen Zinsen werden bezogen auf 
die zu Beginn dieser Zinsperiode bestehende Restschuld 
K,._, berechnet. Für die k-te Annuität gilt: 


» Annuitätentilgung: 
Alle Annuitäten sınd gleich hoch; soll die Schuld X) 
in n Zinsperioden durch regelmäßige Zahlungen gleich- | nit si PD 
bleibender Annuitäten A abgetragen werden, so gilt: 100 


Effektivzins- Sind rn Annuitäten A zur Tilgung einer tatsächlich ausgezahlten Kreditsumme X 
berechnung beı erforderlich, ergibt sıch der Effektivzinssatz e wıe folgt: 

Annuitäten- En. n.. EN 2 ba a A a 
tilgung l. Gleichung 0= Kg" - A — näherungsweise nach q auflösen 


2. Effektivzinssatz e (in%)aus qg=| + berechnen 


Kosten- und Gewinnrechnung 


Eine Kostenfunktion K ordnet ın einer modellierten Situation jeder erzeugten Menge x die beı der Erzeugung 
entstehenden Kosten X(x) zu. Sie besteht aus einem Fixkostenanteil und einem Anteil variabler Kosten. Ko- 
stenfunktionen nehmen nur positive Werte an und sind monoton wachsend. 

Die erste 71 Ableitung der Kostenfunktion ist die Grenzkostenfunktion X’ (xo ). Sie beschreibt den Kostenzu- 
wachs, der entsteht, wenn bei einer Produktionsmenge von xo die Produktion um eine Einheit erhöht wird. 
Die Erlösfunktion Z ordnet jeder verkauften Menge x die erzielten Erlöse E(x) zu. 

Die Gewinnfunktion G ergibt sich aus der Differenz von Eund X: G(x)=E(x)-K(x). 

Nimmt G negative Werte an, werden Verluste gemacht. 
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Lineare Gleichungen und Ungleichungen © 020-1 


Eine Gleichung, in der die Variable nur in der ersten Potenz auftritt, heißt lineare Glei- 
chung. 

Jede lineare Gleichung lässt sich durch Äquivalenzumformungen entweder in eine (wah- 
re oder falsche) Aussage der Formr =smitr, se R oder auf die 
Normalformax+b=0mita,beRunda#V0 » 

bringen. Dann hat die lineare Gleichung die (einzige) Lösung x = — =. 


Rechnerisches 
Lösen 


2-2 
— 
4 
(0 
E 
U 
H am 
BB 
(0 
> 


Lineare Ungleichungen können ebenfalls mithilfe von Äquivalenzumformungen gelöst 
werden. Dabei ist zu beachten: Werden beıde Seiten der Ungleichung mit einer negativen 
Zahl multipliziert bzw. durch eine negatıve Zahl dıvidiert, muss das Ungleichheitszei- 
chen umgekehrt werden (aus „<“ wird „>“ etc.). 


Grafisches Lösen | Für D=R ıst die Lösung der Gleichung ax +b=.cx-+.d die x-Koordinate des Schnitt- 
punktes der Graphen der A linearen Funktionen y=ax+bundy=cx+d. 


Lineare Gleichungssysteme © 020-2 


Allgemeine Form: 
(I) ax+bıy+cı=0 


Lineares Glei- 
chungssystem 
(LGS) mit 

2 Variablen 


aı,bi,cı,m,b2, a ER 


(ID) mx +b»y+o=0 
Lösungen sınd Zahlenpaare (x; y), die beim Einsetzen beide Gleichungen erfüllen. 


Rechnerisches Man bringt das LGS zuerst auf dıe allgemeine Form und wendet dann eines der folgen- 
Lösen linearer den Verfahren an, um eine Gleichung zu gewinnen, in der nur noch eine Variable vor- 
Gleichungs- kommt. 


systeme > Gleichsetzungsverfahren 


Zwei Gleichungen werden nach derselben Variablen aufgelöst und die entstandenen 
Terme werden gleichgesetzt. 

» Einsetzungsverfahren 
Eine Gleichung wird nach einer Variablen aufgelöst. Die Variable wird ın der anderen 
Gleichung durch den entstandenen Term ersetzt. 

> Additionsverfahren 
Beide Seiten einer Gleichung werden mit einer Zahl (# 0) multipliziert, sodass ın bei- 
den Gleichungen die Koeffizienten vor einer der Variablen dem Betrage nach gleich 
sınd, aber unterschiedliches Vorzeichen haben. Dann werden die linken und rechten 
Seiten der beiden Gleichungen addiert. 

Entsteht eine unerfüllbare Gleichung, so hat das LGS keine Lösung. 

Lässt sıch das LGS auf eine allgemeingültige Gleichung reduzieren, so hat es unendlich 

viele Lösungen. 


Grafisches Lösen | Die durch die linearen Gleichungen beschriebenen Geraden werden in einem gemeinsa- 


linearer Glei- men Koordinatensystem dargestellt. Lösungen sınd die Koordinaten der gemeinsamen 
chungssysteme Punkte aller dieser Geraden. 
mit 2 Variablen Das LGS hat Das LGS hat Das LGS hat 
genau eine Lösung, keine Lösung, unendlich viele Lösungen, 
wenn die Geraden wenn die Geraden wenn die Geraden 
einander schneiden. parallel verlaufen. zusammenfallen. 
) y r- 1 
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Lineare Funktionen 


Definition, 
Bezeichnungen, 
Graph 


Eine Funktion /mity=f(x)=mx+n(m,ne R; md) heißt lineare Funktion. 

Dr=R; Wj, = 

Der Graph ist eine Gerade. 

m heißt Steigung oder Anstieg. 
Ma »-y _ fa) -faı) 
Axı A2 8] x X] 

n heißt y-Achsenabschnitt; (0; n) ist > 

der Schnittpunkt mit der y-Achse. | X 

a heißt Steigungswinkel; tana = m ga) mx 


Io)d=ma+n, 


( X] + x) 


s 
= 
D 
= 
= 
=. 
= 


Monotonie und 
Lagebeziehungen 


m>%V: Die Gerade ist monoton steigend. Je größer m, desto steiler der Anstieg. 
m<.0: Die Gerade ıst monoton fallend. Je kleiner m, desto steiler der Abfall. 
Zwei Geraden g; und 9> sınd 
» parallel zueinander, wenn für ihre Steigungen gilt: m, = m; 
>» senkrecht zueinander, wenn für ihre Steigungen gilt: m, m,» =-1 
Sind gı (x) =mı x+nı und H(x) = m» x + nz nicht parallel zueinander, so haben sie 
den Schnittpunkt S(x,; ys) mit xs = m, = a 

An m; — mı 


Für den Schnittwinkel o gilt, falls m ma # — 1 ıst, tan 9 = a Mi 


lI+mım 
Nullstellen Die Funktion / hat genau eine Nullstelle: x9 = -- (m #0). 
Der Punkt (—; 0) ist der Schnittpunkt des Graphen mit der x-Achse. 


Konstante Funktionen/Betragsfunktion © 021-2 


Konstante | Eine Funktion fmit f(x) =cmitceR heißt konstante Funktion. 
Funktionen Für eine konstante Funktion ist Dr =R; W; = ic}. Eine konstante Funktion hat die Stei- 
gung m=(. Ihr Graph ist eine zur x-Achse parallele (waagerechte, horizontale) Gerade. 


| x Iirxr>V) 
ro=1x=1 2, fürx<o0 


Betragsfunktion 


(D=R;W;, =R,) 


Koordinatengleichungen von Geraden in der Ebene 


Allgemeine Form |Die allgemeine Form der Gleichung einer Geraden ın der Ebene lautet: 
ax+by=c(a,b.ceR;@ +b’ #0) 
(Fallsa#0 undbz#Ö ist, ist dies die Gleichung einer linearen Funktion; für a=0 und 
b #0 erhält man eine zur x-Achse parallele Gerade (7 konstante Funktion), füra # O 
und bh = erhält man eine zur y-Achse parallele Gerade.) 


Zweı-Punkte- "Für die Gerade durch Po(xo; yo) und Pı(x1; yı) gult 


Form y=yo _Yızyo yı 2% ar 


Bar -x+(yo— 


AAO AL TAO 0 AL TAU 


Achsenabschnitts- |Schneidet die Gerade g die x-Achse in Pı (a; 0) 
form und die y-Achse in P> (0; b), so gilt: 
y 


x . FR 
„+; 1üra#0;070 
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Quadratische Gleichungen © 022-1 


SEE 


Quadratische 
Gleichungen 


Diskriminante D=-b-4ac p ö 
6) 


Lösungsformeln 


D > 0: zwei Lösungen (für Normalform: xı =-2+vVDund» =-2-vVD) 
D=0: genau eineLösung (für Normalform: x; =x2 = -5) 
D <V0: keine Lösung ım Bereich der reellen Zahlen 


Satz von Viıeta Für die Lösungen x| und x» einer quadratischen Gleichung x +px+g=0 silt: 
x1+%=-pundx n=q 


Linearfaktoren Hat x +px+g=0 die Lösungen x| und %, so gilt: x +px+qg= (x-x1):(x- x) 


Biquadratischee \ax!+bx?+c=0(a,b,ceR,a#0) 
Gleichungen Lösungen: x] /a = Yu und x3/4 = £/ın, falls u, > OÖ und 1» > 0 Lösungen der durch die 
Substitution x” = uerhaltenen Gleichung au’ +bu+c=0sind. 


Quadratische Funktionen 


Allgemeine Form |Funktionsgleichung: y=f(x)=ax+bx+c(a,b, ceR,a#0) 


b 4ac-b? b 
Scheitelpunkt: $ (- —; un Nullstellen: xı/2 = — Ze + 


b’ dar 
4a? 


Da 4a 


Normalform |Funktionsgleichung: y=f(x)=x? +px+g(p,geR,a£0) 


2 RE 
Scheitelpunkt: 5 (3 + 0) Nullstellen: xı/2 = 54 (2) —g 


Scheitelpunktform Funktionsgleichung: y=f(x)=a(x + d)” +e(a,d,eeR,a#0) 


Scheitelpunkt: S(-d; e) Nullstellen: x] =-d=+ v — 


Grafische Der Graph einer quadratischen Funktion heißt Parabel. 

Darstellung Der Scheitelpunkt ıst für a > 0 (Parabel nach oben geöffnet) ıhr tiefster und für a<0O 
(Parabel nach unten geöffnet) ihr höchster Punkt. 

Der Graph der Funktion y = x” heißt Normalparabel. 


y-/&)=ax y a>| ya > 
=] 
 0<a<] 
\ y=x2+px+tg 
l 
l 
-1 0 l % -]) 0 x 
-] 
-] 
a=:] 
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Potenzfunktionen 


fo=xrmitneN, 
n gerade 


Definitionsbereich: D;=R 


Wertebereich: W;, =R, 

/hat genau eıne Nullstelle: xo9 = 0 

Der Graph ist eine Parabel. Er ist 

>» für x < 0 streng monoton fallend, 

» für x > 0 streng monoton steigend, 

» achsensymmetrisch zur y-Achse. 

Gemeinsame Punkte der Graphen: (0; 0), (1; 1), (-1;1) 

Die Funktion y = x” ist eine konstante Funktion mit einer „Lücke“ beix=0. Sie 
gehört nıcht zu den Potenzfunktionen. 

Für n= | erhält man eine lineare und für n = 2 eine quadratische Funktion. 


s 
+ 
= 
D 
= 
= 
= 
= 


/(x)=x"mitneN, 
n ungerade 


Definitionsbereich: D;=R 

Wertebereich: W;,=R 

fhat genau eine Nullstelle: x, = 0 

Der Graph ist eine Parabel. Er ist 

» strengmonoton steigend für allex ER. 
>» punktsymmetrisch zum Ursprung. 


Gemeinsame Punkte der Graphen: 
(0;0), (1; 1),(-1; -1) 


Definitionsbereich: D = R\ 10} 

Wertebereich: W, =R" 

/ hat keine Nullstelle. 

Der Graph ist eine Hyperbel. Er ist 

» für x < 0 streng monoton steigend, 

» für x > 0 streng monoton fallend, 

» achsensymmetrisch zur y-Achse. 

Gemeinsame Punkte der Graphen: (1; 1), (—1;1) 
| Definitionsbereich: Dr=R\{0} 

Wertebereich: W;,=R\ 10} 

/ hat keine Nullstelle. 

Der Graph ıst eine Hyperbel. Er ıst 

» für x <0O streng monoton fallend, 

» für x > O streng monoton fallend, 

>» punktsymmetrisch zum Ursprung. 

Gemeinsame Punkte der Graphen: 


(1;1),(-1; 1) 
Definitionsbereich: D/=R;, für m > 0; 
D;=R* fürm<0 
Wertebereich: W;, =R;, für m > 0; 
W,=R' fürm<0 
Die Wurzelfunktionen f (x) = \X 


m 
I&)=xTmitg=-—, 
n 


meZ,neN,mundn 
teilerfremd 


(m=1)undfix)= 77 (m= 1) sind 0 | 


dıe AA Umkehrfunktionen von Potenzfunktionen mit ganzzahlıgen Exponenten. 
Gemeinsamer Punkt der Graphen: (1; 1) 
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Rationale Funktionen 


Eine Funktion fmity=f@) = a,x" +... tax +aıxta(neN,a; ER, a, #0) heißt 
sanzrationale Funktion oder Polynomfunktion vom Grad n. 
Der Definitionsbereich ıst D; =R. 

Eine ganzrationale Funktion vom Grad n hat 

höchstens n Nullstellen. 

Zwischen zweı benachbarten Nullstellen liegt 

mindestens ein A Maximum oder A Minimum. 

Der Graph ist 

> achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn im Funktions- 


Ganzrationale 
Funktionen 
Ce) 024-1 


2-2 
— 
4 
(8 
E 
U 
H am 
BB 
(0 
> 


term nur gerade Potenzen von x auftreten, | 

>» punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn im Funktionsterm Graph einer ganzrationa- 
nur ungerade Potenzen von x auftreten. (7 Symmetrie von len Funktion 4. Grades 
Funktionen) 


Gebrochen- 
rationale 
Funktionen 


Eine Funktion /mit y= f(x) = ar wobei vu und v Polynome sınd, heißt gebrochenratio- 
| v(x 
nale Funktion. Der Definitionsbereich ist D; =R\{x|v(x) =0} 


(7 Asymptoten gebrochenrationaler Funktionen, S. 62) 


Gleichungen höheren Grades/Bruchgleichungen/Wurzelgleichungen © 024-2 


Gleichungen Eine Gleichung n-ten Grades ist eine Gleichung der Form p(x) = 0, wobei 
n-ten Grades PR) =" +... 4m X +a1xt+m(neN,a; ER, a,£0) 
eın Polynom vom Grad n ist. 
Lösungen der Gleichung sind die Nullstellen der 7 ganzrationalen Funktion p. 
Falls eine Lösung x; der Gleichung bekannt ist, so ergibt dıe AI Polynomdivision 
p(x) :(x—xı) =pı(x) ein Polynom p,(x) vom Grad (n — 1). Es ist dann zur Ermittlung 
weiterer Lösungen die (einfachere) Gleichung pı (x) = 0 zu lösen. 


Polynomdivision | Wird ein Polynom f(x) durch ein Poly- | Beispiel: 
nom g(x) geteilt (Grad /> Grad g), so (-37°-0F + HI: + -If+l 
entsteht ein Polynom p(x) und evtl. ein | -(x++2x°) 
Restpolynomr(a): 16-52_102 
x)=p(X) ElR)HreR) er. u 10x?) 
r (x) istentweder das Nullpolynom m 
oder ein Polynom mit Gradr< Grad p. 0+x _ 
Der Divisionsalgorithmus entspricht er 
der schriftlichen Division natürlicher 
Zahlen. 


Bruch- Eine Gleichung, beı der dıe Variable im Nenner auftritt, heißt Bruchgleichung. 
gleichungen Die Definitionsmenge enthält nur Zahlen, für dıe die Nenner ungleich null sınd. 


Eine Bruchgleichung der Form?) — Eon kann durch Über-Kreuz-Multiplizieren in die 


Gleichung p(x) : v(x) =u(x) : qg(x) umgeformt werden. 
Falls p, q, u und v Polynome sind, entsteht so eine Gleichung n-ten Grades. 
Achtung: Prüten, ob dıe gefundenen Lösungen zur Definitionsmenge gehören! 


Wurzel- Bei Wurzelgleichungen tritt dıe Variable auch ım Radikanden einer Wurzel auf. Die De- 
gleichungen finitionsmenge enthält nur Zahlen, für dıe der Radıkand nicht negatıv wird. 
Kann man durch Äquivalenzumformungen den Wurzelterm isolieren, das heißt, die 
Gleichung auf die Form / R(x) = f(x) bringen, führt anschließendes Potenzieren bei- 
der Seiten der Gleichung oft zum Ziel. Probe machen! 
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Exponentialfunktionen/Logarithmusfunktionen 


Exponentialfunktionen | Jede Funktion fmit f(x) =a” mitae R’,a #1, heißt Exponentialfunktion. 
Definitionsbereich: D; =R; 
Wertebereich: D’=R' 
Die Funktion / hat keine Nullstelle. 
Der Graph von / ist 
>» füra > l1strengmonoton 
steigend, 


» füra < lstreng monoton 
fallend. 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Alle Graphen gehen durch (0; 1). 


Der Graph verläuft stets oberhalb der x-Achse und nähert sich dieser füra > 1 für 
x— —-oo und füra < | für x — oo asymptotisch an. 


Logarithmusfunktionen | y = f(x) = log, x ist die Umkehrfunktion der Funktiony=a’mitaeR',a£l1. 
Definitionsbereich: D; = R' 
Wertebereich: W; =R 
/ hat genau eıne Nullstelle: xo = | 
Die Umkehrfunktion zu y = e* 


ist die Funktion des natürlichen 
Logarithmus f(x) =Inx. 

Die Umkehrfunktion zu y = 10* 
ıst die Funktion des dekadischen 
Logarithmus f(x) =1Igx. 


Alle Graphen gehen durch (1; 0). 


Exponentielles Wachstum © 025-1 


Beschreibung Beim exponentiellen Wachstum ändert sıch eine Größe N ın gleichen Zeitabständen 
stets um den gleichen Faktor, das heißt, für jeden Zeitpunkt 7 gilt 


N(t+1)=N(t):q (g>0;q#1) gheißt Wachstumsfaktor. 


Exponentielles Wachstum liegt vor, wenn sıch eine Größe ın gleichen Zeitabständen 
(z.B. jede Stunde; jedes Jahr) stets um p % ändert. Für den Wachstumsfaktor gilt 
danng=1+-7.. (Beispiel: AI Zinseszins, S. 18) 


Wachstumsfunktion Nt)=Ny:q. 


N.: Anfangswert \ y=N,: 
beit=0(N,>0) 0<gq<i 

q: Wachstumsfaktor v=N,-q,g>1 (exp. Abnahme) 
(g>0;q Al) (exp. Zunahme) 


Halbwertszeit/ Bei exponentieller Zunahme gıbt die Verdopplungszeit 7; die Zeit an, ın der sıch der 
Verdopplungszeit Wert der Größe N verdoppelt. 
Beı exponentieller Abnahme gibt die Halbwertszeit 7, ,, die Zeit an, ın der sich der 
Wert der Größe N halbıert. 


Exponential- und Logarithmusgleichungen © 025-2 


'Exponential- Eine Gleichung, beı der dıe Variable auch im Exponenten auftritt, heißt Exponen- 
gleichungen tialgleichung. Kann die Exponentialgleichung auf die Forma” =b mita,beR", 
a #1, gebracht werden, dann ist x = log, 5b dıe Lösung. 


Logarıthmus- Eine Gleichung, bei der dıe Variable auch im Argument einer Logarıthmusfunktion 
gleichungen auftritt, heißt Logarithmusgleichung. Lösung der Gleichung log, x =bistx= «a. 


Mathematik Y e 
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Winkelfunktionen - Sinusfunktion und Kosinusfunktion 


Sinusfunktion Kosinusfunktion 


Darstellung am 
Einheitskreis 


Graph der 
Funktion 


= ———_—— Periode 2 ————e 


l. Quadrant | 2. Quadrant | 3. Quadrant | 4. Quadrant 


Definitions- 
bereich 


Mercer 11 aM 


Periodizität Periode 360° bzw 2 st: Periode 360° bzw 2x: 


sinx=sin(x+&k:-360°), wobeik €Z cos x=cos(x+k:-360°), wobeik €Z 


punktsymmetrisch achsensymmetrisch 
zum Koordinatenursprung: zur y-Achse: 
sin(-xX)=-sinx cos(-—x) =Cos x 


Quadranten- II: sin(180°-x)= sinx I: c08{180°--x)= 608. x 
beziehungen III: sin (180°-+x) = — sin x III: cos(180°+x) = —-cosx 
IV: sin (360°—-x) = — sin x IV: cos (360°—x) = cos x 


Nullstellen 


Die Funktion y=a -sin(bx+c)(a#F0;b#O) © 02%6-| 


| biwme  jrsens Ipmunta)  (emeulerd 


k-180° bzw. k-n,wobeikez 90°-+.k. 180° bzw. S+k .n,wobeikeZ 


y=a-sin(bx+c) 


kleinste Periode | 25 bzw. 360° 2 sı bzw. 360° 3Z u, >rst bzw. 360° 


an 


Auswirkung des Streckung Streckung Verschiebung 
Parameters (lal>1) (|bI<1) In positive 
bzw. bzw. (e<0) 


Stauchung Stauchung bzw. negative 
(lal<I1) (ll >1) (c>0) 
in y-Richtung |inx-Richtung |x-Richtung 


Streckung bzw. 
Stauchung in 
y-Richtung und 
Verschiebung ın 
x-Richtung bezo- 
gen auf y = sın (bx) 
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Winkelfunktionen - Tangensfunktion und Kotangensfunktion 


0] Tangensfunktion Kotangenstunktion 


Darstellung am 
Einheitskreis 


Ss 
0, 
= y 
(D 
= 
Ds 
= 
= 


Graph der Funktion | 
y Perioden > 
9 l. Quadrant | 2. Quadrant | 3. Quadrant | 4. Quadrant y=Ttanx 


y-colx 


90° 180° 270° 360° \ 450° 


Definitionsbereich R\ (2% +1): ai keZ R\{k-n, kez 


LE 


Periode 180° bzw. ıt: Periode 180° bzw. st: 
tanx=tan(x+k%: 180°), wobeik €Z cotx=cot(x-+k 180°), wobeik €Z 


Periodizität 


punktsymmetrisch punktsymmetrisch 
zum Koordinatenursprung: zum Koordinatenursprung: 
tan(-x)=-tanx cot(-x) = —-cotx 


IT: tan(180°-x)= -tanx II: cot( 180°-x) = -cotx 
III: tan(180°+x)= tanx II: cot(180°+x) = cotx 
IV: tan (360°-x) = -tan x IV: cot(360°—-x) = —cotx 


k-180° bzw. k-n,wobeikcZ 9064 K- 180° bzw Tu k-m, wobei ke 


Spezielle Funktionswerte der Winkelfunktionen 
n a IL | 


| x ZI In [5 E 
6 4 6 


4 3 ? 
30 la IC 90° 120° Br | 150° iso 12 | 360° 


ae 
 |ı | 
ö ü tal TI 


Quadranten- 
beziehungen 
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Darstellung einer Winkelfunktion durch eine andere Funktion desselben Winkels 

Komplementwinkelbeziehung: sin x—=008 (I0’-x)) CH85Xx—=sin (N) 
tan x=cot(90°- x); cotx=tan (W°’-x) 
sin’x+cos?’x=1 


„trigonometrischer Pythagoras“: 


sin’x=1-cos?x cos’x=1-sin?x 


Mathematik Y e 


tan? x 5 | 
COS" ra 
l+tan?x 


Additionstheoreme 


sin(@+Pß)=sin a-cosß+cos a-sin 

cos(@+ß)=cos a:cosß-— sin a-sin ß 
tana+tanP 

l—-tana-tanP 


sin(@—P) =sin a-cosß — cos a sin ß 

cos(@—P) =cos a-cosß+sin a- sin 
tan a —tan/ 

tan(a—-ß) = P 


tan(a+p)= Rh 
(a+B) l+tanca-tan 


Summen/Differenzen sowie Funktionen des doppelten und des halben Winkels 


a+Pß a—PD a+ß . a-—-Pß 
2 


sina+sınß=2-sın cos sın a —-sınß=2:-cos sın 


2 2 
d-+] fd f | . &tB . | 
iz cos 5 P cos d—-cosß=-2-sın u sın 3 P 


sin(@+Pß) „en 
tan «-+tan P = —— cos d-cosß 


cos @+cosß=2-cos 


tan dad —tanp = 
cos d-cosP P 


cos ?a = cos’ a-sin’a=1-2:-sin?a 
—2-.cos-a-1 


2-tand 
sin 2a=2.sin acos a= — un. 1 —cos a 
+tan”qa [1+cos a 


2-tana 
l—-tan?a 


sin3a=3-sina—4-sin’a 


an2d= (tana #1) 


sina 

 1+cosa 

 1-cosa 

sind 
cos 3a=4-cos’a—-3-cos a 


Umkehrfunktionen der Winkelfunktionen (Zyklometrische Funktionen) 


Wegen der Periodizıtät der Winkelfunktionen sınd diese nicht über ıhrem gesamten Definitionsbereich um- 
kehrbar. Schränkt man sıe aber auf einen Bereich ein, über dem sıe streng monoton sind, so sind die einge- 
schränkten Funktionen umkehrbar. Die entsprechenden Umkehrfunktionen werden als Arkusfunktionen 


oder auch als zyklometrische Funktionen bezeichnet. 


Arkuskosinus , Arkussinus Arkustangens 
y=f(x)=arccosx ı I y=f(x) = arcsınx y=f(x) > arctan x 
Dr= [151];  D-r-bl Dr =R; Wr = |-355| 
Wr=[;n] N, 3 Mi „hs 
AUCCOS 2 
-3 .—2 -I Il 2 53 
— _ 
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Ebene Kurven in Parameterdarstellung © 029-1 


Definition Eine ebene Kurve ist eine Abbildung 9: / > R’, t+(x(t); y(t)) 


eines Intervalls /CR in die Ebene R* mit Funktionen : 7/—Rundy: /—R. 


Die Koordinaten der Kurvenpunkte sind Funktionen des Kurvenparameters {. 


D) 

er 

=> 

= 

DJ) 

er, 
Man kann sıch den Parameter f als Zeit vorstellen. Die Kurve wird dann als zeit- 


liche Bewegung eines Punktes in der Ebene beschrieben: Zu jedem Zeitpunkt 7 gibt 
o(t) die Koordinaten des Ortes an, an dem sich der Punkt gerade befindet. 


geschlossene Kurven; 
Doppelpunkte 


Eine Kurve @: I = [to; t}| — R° heißt geschlossene Kurve, wenn p(1,) = g(tı) gilt, 
wenn also der Anfangspunkt &(1o) und der Endpunkt o(t,) der Kurve übereinstim- 
men. 


Wird allgemein für zwei verschiedene Parameterwerte sı, 52 € |to; tı |, sı Z 52 dersel- 
be Punkt durchlaufen, so heißt dieser Punkt a(s}) = @(2) ein Doppelpunkt der 
Kurve. 


Spur einer Kurve Gegeben sei eine Kurve 9 /— R°, t+>(x(t); y(t)) in der Ebene. 
Die Menge aller Punkte der Ebene, die zur Kurve gehören, also das Bild der Kurve, 
heißt dıe Spur der Kurve: 


Spur(p) = pl) TER = ad; y))ItET} 


Die Spur einer Kurve ist also eine Punktmenge, die Kurve selbst jedoch eine Abbil- 
dung. 

Verschiedene Kurven, die sıch zum Beispiel in der Durchlaufungsrichtung und der 
Durchlaufungsgeschwindigkeit unterscheiden, können dieselbe Spur haben. 


Beispiel: Kreislinie Die Kurve on 
o: [0:27] = R?, 1 (cos (N); sin (1)) gohlsinn) 
beschreibt eine Kreislinie mit dem Mittelpunkt (0; 0) 
und dem Radius |. kp 
Wenn {das Intervall |0; 2st] von O nach 2 durchläuft, 
dann durchlaufen die Punkte o(t) die Kreislinie vom 
Punkt (1;0) aus im mathematisch positiven Drehsinn 
(gegen den Uhrzeigersinn) genau einmal mit „konstanter 
Winkelgeschwindigkeit“. Der Punkt (1; 0) ist zugleich 
Anfangs- und Endpunkt der Kurve; er wird als einziger 
Kurvenpunkt zweimal durchlaufen. 


Beispiel: Zykloide Die Kurve mit der Darstellung 


G 023-1 :R—R’,t—alt-sint;1-cos ’) 
ist eine Zykloide. 
Sıe beschreibt dıe Bahn eines Punktes auf dem Rand eines Kreises („Rades‘“), 
der auf der x-Achse „abrollt“. 


Als Parameter  ın obiger Darstellung wırd der ın der Abbildung eingezeichnete 
Winkel g genommen (?=g). 


Zur Berechnung der 7 Bogenlänge siehe Seite 70. 
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Grundbegriffe der Geometrie 


Strecken, Geraden, Kreise, Winkel 


Strecke, Gerade, | Die geradlinige Verbindung der Punkte P und O heißt 
Strahl Strecke PO. 


Die Länge der Strecke wird mit |PO] bezeichnet. 


> 
= 
4 
(I 
= 
U 
“_ 
rer 
(0 
> 


Verlängert man die Strecke PO über O hinaus, so erhält man 
den Strahl oder die Halbgerade PO 


Verlängert man die Strecke über ?P und O hinaus (bis ıns Un- 
endliche), so erhält man die Gerade PO. 


Lot und Parallele | Zweı Geraden g und /, die einander in einem rechten Winkel 
schneiden, heißen zueinander senkrecht (2 __ 7). 


Jede der beiden Geraden ist dann eine Lotgerade der anderen. 


Haben zwei Geraden f und gein gemeinsames Lot /, so sind 
dıe Geraden f und g zueinander parallel (/]| e). 


Man unterscheidet in der Sprechweise das Errichten des Lotes einer Geraden g ın einem 
Punkt Pe g und das Fällen des Lotes von einem Punkt ?& gauf die Gerade g. 


Abstände Der Abstand d(P; O) zweier Punkte P und © ıst dıe Länge der 
Strecke PO, also d(P; Q)= |PO|. 


Der Abstand d(P; h) eines Punktes ?P zu einer Geraden A ist die gllh 
Länge des Lotes von P auf h. 


Der Abstand d(g; h) paralleler Geraden g und A ist der Abstand O 
eines beliebigen Punktes ? von gzu h. d(g; h)=d(P;h)=d(P; O) 


Begriffe am Kreis | Eın Kreis vom Radius r besteht aus allen Punkten der Ebene, 
die von einem gegebenen Mittelpunkt M den gleichen Abstand 
r haben. 
Die Verbindunsgsstrecke zweier beliebiger Kreispunkte heißt 
Sehne, ihre Verlängerung zur Geraden heißt Sekante. 
Eine Sehne durch M heißt Durchmesser d. 
Es siltd =2r. 
Eine Gerade, die mit dem Kreis genau einen Berührungspunkt 
B gemeinsam hat, heißt Tangente. Der Berührungsradius MB 
steht senkrecht auf der Tangente. 


Passante Tangente 


Winkelarten Nullwinkel spitzer Winkel rechter Winkel stumpfer Winkel 


a=0° MSEZIN a = 90° N .90°<a< 180° 


ee 

S S 5 

sestreckter Winkel überstumpfer Winkel 
| 180° < a< 360° 
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Winkelmaße & 031-1 


Ss 

Gradmaß Beim Gradmaß wird dem Voll- BORSOIED Beim Bogenmaß wird jedem Winkel u 

EEE DEE SURFEN das Verhältnis > von Bogenlänge und = 

Einheit: 1 Grad (1°) a ya | 

(360ster Teil des Vollwinkels) a = 

| Winkelminute (1) Einheit: | Radiant 2 

1 Winkelsekunde (1”) er 

| Bogen] —Ra 
1° _ 60’ — 3600" ind (wenn Bogenlänge 5 = Radius r) er 
> 57,296° 


Taschenrechner: Taste Taschenrechner: Taste 


Umrechnungsgleichungen: Bezeichnet man die Winkelgröße ım Gradmaß mit a und dıe Winkelgröße ım Bo- 
genmaß mit arcca (lat. arcus = Bogen), so gilt: 


-0Q&0,01745-aunda = DR 


arca=— 
180° 


Grad EBENE BESCHESEBEHEE 


Koordinatensysteme (031-2 
Kartesısche Koordinatensysteme 


Koordinaten eines Punktes im Raum 
P (xp; YP; Zp) 


Koordinaten eines Punktes in einer Ebene 
P (x P; yp) 
O(X0; Vo) 


Polarkoordinaten 


Koordinaten eines Punktes im Raum 
Pif;.2: EEE FO — 180° <A<180°; -—90° < o<90° 
Nardriehtung 


| zei 


Koordinaten eines Punktes in einer Ebene 


P(r; @) mit0O<r<oound0 <@< 360° 


Xp x 


Polarachse 
x # Nullrichtung 


Zur Umrechnung von kartesischen Koordi- 
naten in Polarkoordinaten gilt: 


x=r-COSp 
r— x? +y2 


jy=r-smMG 


Zur Umrechnung von kartesıschen Koordinaten ın Polar- 
koordinaten gilt: 

x=r:Cos cos 

y=r-sinAcos @ 

z=r:sıng 
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Ebene Figuren 


Einteilung der Dreiecke 


Einteilung der Dreiecke nach den Seiten 


unregelmäßig gleichschenklig (ein Paar gleich langer Seiten) 


(alle Seiten sind paarweise nicht gleichseitig gleichseitig 
verschieden lang) (genau zwei Seiten sind gleich lang) | (alle Seiten sind gleich lang) 


aFbFceFa 


spitzwinklig rechtwinklig stumpfwinklig 
(alle Innenwinkel sınd spitz) (es gibt einen rechten Winkel) (ein Innenwinkel ist stumpf) 


a < 90° Ds, y=%0° v>%0° 
PB < 90° a je | 
v< 90° 


Sätze im allgemeinen Dreieck 


Dreiecksunglei- | Die Summe der Längen zweier Seiten ıst stets größer als dıe Länge der dritten Seite: 
chung a+tb>c,atc>b,b+c>a. 


Sätze über Innen- |Summe der Innenwinkel: «+ P-+ y = 180° 
winkel und Außen- |Summe der Außenwinkel: & +} + Yy| = 360° 
winkel ı Außenwinkelsatz: a, =P+Yy,P, =a+y,y, =a+P 


Die Höhen eines Dreiecks sind die Lote von den Eckpunk- 
ten auf die jeweils gegenüberliegende Seite (oder deren 
Verlängerung). Die Höhen schneiden sıch in genau einem 
Punkt, dem Höhenschnittpunkt. 

Die Längen von je zwei Höhen stehen ım umgekehrten 
Verhältnis wie die Längen der zugehörigen Seiten. 


Seıtenhalbierende | Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks verbinden jeweils 
den Mittelpunkt einer Seite mit dem gegenüberliegenden 
Eckpunkt. Sıe schneiden sıch im Schwerpunkt S des Drei- 
ccks, 
S teilt die Seitenhalbierenden ım Verhältnis 2:1. 


Winkelhalbierende | Die Winkelhalbierenden eines Dreiecks schneiden sıch ım 
Inkreismittelpunkt. Dies ıst der Mittelpunkt des Kreises, 
der alle Dreiecksseiten berührt. 


Mittelsenkrechte Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks sınd dıe Mittelsenk- zZ = 
rechten seiner Seiten. Sıe schneiden sıch ım Umkreismittel- \ 
punkt, dem Mittelpunkt des Kreises, auf dem alle drei 
Eckpunkte des Dreiecks liegen. 


Berechnungsformeln für Dreiecke 71 „Ebene Figuren — Übersicht und Berechnungsformeln“, S. 34 
Kongruenz- und Ahnlichkeitssätze für Dreiecke 7 „Kongruenz und Ähnlichkeit“, S. 41 


Sätze im allgemeinen Dreieck | Pythagoras | Trigonometrie 33 \V 


Rechtwinklige Dreiecke - Grundbegriffe 


Bezeichnungen | Die ın einem rechtwinkligen Dreieck dem rechten Win- 
kel gegenüberliegende Seite heißt Hypotenuse. Sie wird 
von der zugehörigen Höhe in die Hypotenusenabschnitte 
unterteilt. 

Die Hypotenuse ist die längste Seite ım rechtwinkligen 
Dreieck. 

Die beiden kürzeren Seiten, die den rechten Winkel ein- 
schließen, heißen Katheten. 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Satz des Thales | Liegen die Ecken eines Dreiecks so auf einem Kereis, dass 
eine Seite des Dreiecks der Kreisdurchmesser ist, so ist 
das Dreieck rechtwinklig. Umgekehrt liest der Umkreis- 


mittelpunkt eines rechtwinkligen Dreiecks auf der Hy- 
potenuse. 


Satzgruppe des Pythagoras (Flächensätze am rechtwinkligen Dreieck) © 033-1 


Satz des Pythagoras Kathetensatz 


ee + P’=g-:5 @=p:c M"=p:gq 


In jedem rechtwinkligen Drei- |In jedem rechtwinkligen Dreieck ist |In jedem rechtwinkligen Dreieck ist 
eck ist das Hypotenusenqua- 

drat flächengleich mit der dem Rechteck aus Hypotenuse und |gleich zu dem Rechteck aus den bei- 
Summe der Kathetenquadrate. |zugehörigem Hypotenusenabschnitt. |den Hypotenusenabschnitten. 


> 
Sf 
hi er ELF 
u z 
y 
Pi 
4 


Trigonometrische Beziehungen in Dreiecken © 033-2 


Sinus, Kosinus, 
Tangens ım 
rechtwinkligen 


| Gegenkathete 
Sinus von & sind = — ———— C 


Hypotenuse Ankathete / Gegenkathete zu a 
Ankathete a 
Hypotenuse 


nr Bea Gegenkathete sin a 
| NS V u EN _ 
: Ankathete cos iA 


Dreieck Kosinusvona cosad= 


In jedem Dreieck verhalten sıch die Längen zweier Seiten 
wie die Sinuswerte der gegenüberliegenden Winkel. 


Sinussatz 


Kosinussatz 


In jedem Dreieck ıst das Quadrat einer Seitenlänge gleich der hie Dhecose 


Summe der Quadrate der beiden anderen Seitenlängen vermin- 
dert um das doppelte Produkt aus diesen beiden Seitenlängen 
und dem Kosinus des von ihnen eingeschlossenen Winkels. 


®=a@+0©-2ac:cosß 
= +5" 2ab:cosy 
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Ebene Figuren - Übersicht und Berechnungsformeln 
(Bezeichnungen: u — Umfang; A - Flächeninhalt; h — Höhe; h,— Höhe auf der Seite s; r— Radius) 


Allgemeines Dreieck Rechtwinkliges Dreieck (y = 90°) 


= b-+« l | 
u ii +E A=5>.ab; 2 ıB=-0 
A=-e2-h, =-ab-sın Y | | 1 | 

a f y a 

a+ß+y= 180° [RB m nat 

= —— D — C | + .- c 
sin«a sinß siny | b 
e=@+b’ -2ab-cosy cos a=-; tan a=7 


Gleichschenkliges Dreieck 
C u u=J3a 


a a; 
A=7 v3mit h=> v3 


a=60° 
3 Symmetrieachsen 


Allgemeines veatrb+c+d Allgemeines n-Eck 
(unregelmäßiges) Viereck A=Aı +4 AA TAT at An 
&+ß+Y+6=360° P | | 
Innenwinkelsumme: 
„ (n—2):180°. 


Parallelogramm (a!|c; b||d) u =2(a+b) 
A=ö: Me = Ip 


A _1 (a+c):h=m-h I 2 A=ab- sin a 
2 / a Ä — ab-sın $ 
s=chb=d 
_ —/ BP =ö; a+ß= 180° 
a+0= 180° a=Yy; a+0= 180° 
P-+ Yy = 180° Die Diagonalen halbieren einander. 
Eın Parallelogramm hat keine Symmetrieachse. 


| 
m=7 (a+c) 


uU =4u u =2(a+d) 
A= A’ A; Fa l 
| A=ze: 
2. Fe \ | | um F 

A=a”-sın a=a”-sın Ä elf 
Die Diagonalen halbieren 4 = = « 
einander. Eine Raute hat a=yP=- - Eine Diagonale (in der Zeichnung e) wird von der 
2 Symmetrieachsen. a +Pß= 180 anderen halbiert. Es gibt eine Symmetrieachse. 


Die Diagonalen sınd gleich lang und halbieren einan- | Die Diagonalen sınd orthogonal, gleich lang und hal- 
der. Ein Rechteck hat zwei Symmetrieachsen. bieren einander. Es gıbt vier Symmetrieachsen. 


Sehnenviereck 
Die Summe der 
Gegenwinkel im 
Sehnenviereck ıst 
stets 180°. Es gıbt 
einen Umkreis. 


a+ß= 180° 


Nebenwinkel 
ergänzen sich zu 180°. 
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Tangentenviereck 


Die Summe der 
Gegenseiten im 
Tangentenviereck ist 
jeweils gleich groß. 
Es gıbt einen Inkreis. 


atc=b+gd 


vsn-a: A=n-A, Kreis (r - Radius) 
360° 180° —- @ 


s 
a 
=> 
(D 
= 
+ 
= 
= 


d=e2nr=Td 


| 
Aszır=-nd 
tr ie 


P 
a=-;0=1 
2, Y 


a Peripheriewinkel 
P Zentriwinkel über AB 
y Sehnen-Tangenten-Winkel 


Kreisausschnitt (Sektor) Au :A=.0% 360° 
b 


Scheitelwinkel Stufenwinkel 


SIT 2N 
ar 
360° * 

l 


l > 
zhrmar alc U 


Wechselwinkel 


sind gleich groß. an geschnittenen Paralle- |an geschnittenen Paralle- 


len sınd gleich groß. 


Umfangswinkelsatz 
Sehnensatz 


len sınd gleich groß. 


Sekantensatz 


SA]: 542] =|S31|- [533] |SAıl|SA2]= |SBı|- |SB2| 
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Körper 


Prismen, Zylinder, Pyramiden, Kegel © 036-1 
(Ao = Oberflächeninhalt; Ag = Grundflächeninhalt; Ay = Mantelflächeninhalt; Y = Volumen) 


Mathematik Y e 


V =abe e=vVa+b+c V =Ac-h 
Ao=2ab+ac+bec) Ao=2Ac+Sı ++... 


V =ınrh, Anm=2arh 


| 2if; 2 _ Be) 
Ao=2nr (r+h) V za h; £=r+h 


Ao=ar(r+s); Am=ırs 
Netz: 9 


Mantel 


2:r-T 


Kreiskegelstumpf Pyramidenstumpf 


> 1 | ji u Ä l 
a V’= zT h-(r+rn+rn) ArT\ V= Ei -(Ac+vAc'Ap+Ao) 
Ao= sur” r s(rj Fr r)) =F 15) Ä | Ao=AG+tAp+t AM 


| h 
=(n-ny+M 
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Kugel und Kugelteile © 037-1 


vB +3 +) 


Ao=2nrh+n(o? +02) 
„eisr-h 


Z 
7 
=3 
(D 
= 
= 
e 


Kugelabschnitt (Kugelkappe) Kugelausschnitt (Kugelsektor) 
Q l Q ZT 5, 
V=.ahße+h) - | Per 
Äc = It rh in 0° {7 de Seen: r = N h Ad —_ or + I u 


o= /h@r-—h) NL ET  0=,/hüar-h) 


Satz des Cavalieri ® 037-1 


Wenn zweı Körper 

gleich große Höhen und ın 
gleicher Höhe gleiche 
Querschnittsflächeninhal- 


te besitzen, so sınd ihre 
Volumina gleich groß. 


Regelmäßige Polyeder (Platonische Körper) © 037-2 


Tetraeder Oktaeder Hexaeder Ikosaeder Dodekaeder 


Seitenflächen 


4 gleichseitige Dreiecke |V/ = v2 ae =0,1179 a Ao=vV3:0 3 1,7321a° 


Tetraed 
etraeder > 


Oktaeder 8 gleichseitige Dreiecke —_ — 0,4714 Ao=2v3-a° & 3,4641a 


Hexaeder (Würfel) 


6 Quadrate —L Ao=6a 
Ikosaeder 20 gleichseitige Dreiecke |V x 2,1817a° Ao*& 8,6603 a” 


Dodekaeder 


12 regelmäßige Fünfecke |V = 7,6631a° Ao* 20,6457a° 
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Darstellende Geometrie (Konstruktionsschritte) 


Schrägbild bei Quader und quadratischer Pyramide (a = 45°; qg= 0,5) 


Die Darstellung mit dem Verzerrungswinkel « = 45° und dem Verkürzungsfaktor gq = 0,5 wird als Kavalier- 
perspektive bezeichnet. 


Die Strecken, die parallel zur Zeichenebene verlaufen, werden in wahrer Länge gezeichnet. Parallele 
Strecken bleiben parallel. 

® In die Tiefe gehende Strecken werden im Winkel von «=45° an die Horizontale g angetragen und auf die 
Hälfte verkürzt. 

Punkte werden verbunden, nicht sichtbare Strecken werden gestrichelt gezeichnet. 


Schrägbilder mit anderen Verzerrungen 


Verzerrungswinkel « = 30° Verzerrungswinkel a = 60° 


| | 2 | 
Verkürzungsfaktor q = E Verkürzungsfaktor qg = n 


Senkrechte Dreitafelprojektion — Ansichten 


Aufriss Seitenansicht 
(Vorderansicht) 
ie 


| AD" | | B"C" DC" | A" B" 
Rissachse ———— ——  — — 


s 
s 
ii 
= 
” 
% 
Yu 
= 


\ AB" 

er 
l 
! 
I 

' ! 
ic 
# - 
E 
Da 
| 
# 


Grundriss —— 
(Draufsicht) 


[4 
Ei 
® 
A' 


Kongruenz und Ähnlichkeit; Abbildungen 


Kongruenzabbildungen 


(Beschrieben wird jeweils die Konstruktion des Bildpunktes eines Punktes ?.) 


Definition und 
Eigenschaften 


Parallel- 
verschiebung 


Punktspiegelung 


Zwei Figuren heißen zueinander kongruent oder deckungssgleich, wenn man sıe durch 


Kongruenzabbildungen 39 


geeignete Abbildungen (Bewegungen) zur Deckung bringen kann. 


s 
= 
D 
= 
= 
= 
= 


Als Kongruenzabbildung wird jede Abbildung der Ebene auf sıch bezeichnet, bei der das 
Bild jeder beliebigen Figur kongruent zur Originalfigur ist. Jede Kongruenzabbildung ist 
darstellbar als Fintereinanderausführung von Parallelverschiebungen, Drehungen und 
Spiegelungen. 


Für alle Kongruenzabbildungen silt: 

>» Streckenlängen und Winkelgrößen bleiben erhalten. 

>» Die Bilder zueinander paralleler oder senkrechter Geraden sınd wieder zueinander 
parallele oder senkrechte Geraden. 


Eine Parallelverschiebung wird durch dıe Länge und die Richtung eines 
Verschiebungspfeils AB angegeben. 

l. Durch den gegebenen Punkt ? wird 

eine Gerade g parallelzu AB gezeichnet. 

2. Die Länge von AB wird von P aus 

auf der Geraden g abgetragen. Dabei muss 


die Richtung des Pfeils beachtet werden. 


Eine Achsenspiegelung kann durch eine Spiegelachse g oder durch eın Punktepaar (P; P') 
angegeben werden. 

l. Durch den Punkt ? wird die Senkrechte 

zur Spiegelachse g gezeichnet. Diese 

Senkrechte schneidet g ım Punkt $. 

2. Die Länge der Strecke SP wird von S 

aus in entgegengesetzter Richtung auf 

der Senkrechten abgetragen. 


Die Punkte der Spiegelachse werden auf sıch selbst abgebildet: Sıe sind Fixpunkte. 


Eine Punktspiegelung wird durch ein Zentrum Z vorgegeben. 
l. Durch Z und / wird eine Gerade gezeichnet. 

2. Die Länge der Strecke ZP wird von Z aus 

in entgegengesetzter Richtung abgetragen. 


Eine Drehung wird durch ein Drehzentrum Z und einen Drehwinkel «a bestimmt. 
l. Eın Strahl durch ? und beginnend in Z \ 

wird gezeichnet. 

2. Der Winkel a wird in Z an den Strahl 

angetragen. Dabei muss dıe Drehrichtung 

des Winkels «a beachtet werden. 

3. Die Länge der Strecke ZP wird auf dem 

zweiten Schenkel abgetragen. 


Das Drehzentrum Z ist der einzige Fixpunkt. (Z wırd auf sıch selbst abgebildet.) 


AO Kongruenz und Ähnlichkeit; Abbildungen 


Ähnlichkeit und zentrische Streckung 
Ähnlichkeit Figuren, dıe durch maßstäbliche Vergrößerung 
oder Verkleinerung auseinander hervorgehen, 
heißen zueinander ähnlich. Der Maßstab wird 
auch als Ahnlichkeitsfaktor k bezeichnet. 


2 


Zueinander ähnliche Figuren 


Als Ähnlichkeitsabbildung wird jede Abbildung der Ebene bezeichnet, bei der das Bild 
jeder beliebigen Figur zur Originalfigur ähnlich ist. Jede Ähnlichkeitsabbildung ist 
darstellbar als Zintereinanderausführung von Kongruenzabbildungen und zentrischen 
Streckungen. 


> 
= 
” 
e 
© 
e 
© 
>= 


Für alle Ähnlichkeitsabbildungen gilt: 

>» Winkelgrößen bleiben erhalten. 

» Die Bilder zueinander paralleler oder senkrechter Geraden sind wieder zueinander 
parallele oder senkrechte Geraden. 

» Längenverhältnisse bleiben erhalten, das heißt, das Verhältnis der Längen zweier 
Strecken ıst gleich dem Verhältnis der Längen der entsprechenden Bildstrecken. 

> Der Ähnlichkeitsfaktor k gibt den Wert des Verhältnisses einander entsprechender 
Streckenlängen an. 

> Die Flächeninhalte zueinander ähnlicher Figuren stehen im Verhältnis k”, die Volumina 
zueinander ähnlicher räumlicher Figuren stehen im Verhältnis k”. 


Zentrische Eine zentrische Streckung (Z; k) mit dem Streckungszentrum Z und dem Streckungsfaktor 
Streckung k ist eine Abbildung, die jedem Punkt A # Z einen Punkt 4’ zuordnet, der auf der Geraden 
ZA liegt, und für den gilt: \Z4’| = |k|- |ZA|. 


Der Bildpunkt von Z ist Z selbst: Z =Z. 


Ist k< 0, so liegt Z ItO<k<1l, Istk> 1,so 

zwischen A und A. so liegt A’ | liegt A zwi- 
zwischen Z A schen Z und A. 
und A. 


Eigenschaften einer zentrischen Streckung (Z; k) 
>» Originalfisur und Bildfigur sind zueinander 


ähnlich. 
> Für das Bild A’B’ der Strecke AB silt 
FRI -[AB| 


» Für dıe Flächeninhalte A; und Ar einer 
Fläche F und ihres Bildes F’ gilt 
Ar = |kl’-Ar. 

>» Für die Volumina YV und V’ eines Körpers 
Kund seines Bildes K’ gilt V’’=|k|’-V. 

» Winkelgrößen bleıben erhalten. 


Zentrische Streckung | Strahlensätze | Ähnlichkeits- undKongruenzsätze 41 


Strahlensätze © 041-1 


Wenn zwei Strahlen mit einem gemeinsamen ÄAnfangspunkt von zwei Parallelen geschnitten werden, dann 
gelten für die dabei entstehenden Teilstrecken folgende Sätze: 

1. Strahlensatz 2. Strahlensatz 

ZA\:]ZB| = |ZC\:|]ZD| bzw. [ZA]:[AB|=|ZC|:|CD| |ACI:\BD| = |ZA|:|ZBl bzw. |AC):BD| = |ZCI:|ZD) 


Z 
7 
=3 
(D 
= 
= 
e 


Umkehrung des 1. Strahlensatzes 

Zwei Strahlen mit einem gemeinsamen Anfangspunkt werden von zwei Geraden geschnitten. 

Wenn für die Teilstrecken |[ZA|:|ZB| = |ZC]:|ZD| gilt, so sind die beiden Geraden parallel zueinander. 
Achtung: Die Umkehrung des zweiten Strahlensatzes gilt nicht. 


Hinweise: 


l. Die Strahlensätze ergeben sıch als direkte Folgerung aus den Eigenschaften der zentrischen Streckung. 
2. Mithilfe der Strahlensätze kann eine gegebene Strecke konstruktiv ın einem vorgegebenen Verhältnis 
geteilt werden (Streckenteilung). 


Kongruenz- und Ähnlichkeitssätze für Dreiecke 


Kongruenzsätze Ähnlichkeitssätze 


Dreiecke sınd kongruent, 
» wenn sıe ın den drei Seiten übereinstimmen 
(SS$), 


Dreiecke sind zueinander ähnlıch, 

» wenn jede Seite des einen Dreiecks mit je einer 
Seite des anderen Dreiecks das gleiche Verhältnis 
bildet, 

» wenn sie in zwei Winkeln übereinstimmen 
(Hauptähnlichkeitssatz), 

» wenn sie in einem Winkel übereinstimmen und 


» wenn sie in einer Seite und den dieser Seite 
anliegenden Winkeln übereinstimmen (wsw), 

>» wenn sie in zwei Seiten und dem von diesen 
Seiten eingeschlossenen Winkel übereinstimmen 
(swS), 

» wenn sie in zwei Seiten und dem der größeren 
Seite gegenüberliesenden Winkel überein- 
stimmen (SsW). 


die dem Winkel anliegenden Seiten gleiche Ver- 
hältnisse bilden, 

» wenn zwei Seiten des einen Dreiecks mit je einer 
Seite des anderen Dreiecks das gleiche Verhältnis 
bilden und wenn sie in dem Winkel überein- 
stimmen, der jeweils der größeren Seite gegen- 
überliegt. 


Goldener Schnitt 


Wird eine Strecke ABin zwei Teilstrecken ACund CB Konstruktion: 
geteilt und steht die größere Teilstrecke zur kleineren im 
gleichen Verhältnis wıe dıe Gesamtstrecke zur größeren 
Teilstrecke, so spricht man vom ng Schnitt: 
AC|:[CB|= [AB]:[AC| bzw. 24 x 


Mathematik Y = 


A2 Auswerten von Daten 


Auswerten von Daten 


Diagramme 


Pıktogramme 


Balken- 
diagramme 
(Säulen- 
diagramme) 


Strich- 
diagramme 
(Strecken- 


diagramme) 


Kreis- 
diagramme 


Linıen- 
diagramme 


Histogramme 


© 042-1 


Streu- 


diagramme 


Visualisierung absoluter Häufigkeiten (A S. 43) und Größen. 
Jedem Symbol entspricht eine bestimmte Anzahl bzw. Größe. 


Meist Veranschaulichung der zeitlichen Entwicklung absoluter 
oder relativer Häufigkeiten (7 S. 43). 

Die y-Achse sollte so skaliert werden, dass keine falschen Ein- 
drücke entstehen (bei Null beginnend; Kennzeichnung von 
Lücken). Die Häufigkeiten werden durch die Balkenhöhen dar- 
gestellt. 


Strichdiagramme können prinzipiell wıe Balkendiagramme 
eingesetzt werden. Die Wahl der Achsen kann von Balken- 
diagrammen abweichen (s. Bild). 

Die Häufigkeiten werden durch die Strichlängen dargestellt. 


Darstellung von Anteilen an einem Ganzen (meist in %). 
Anteile sınd proportional zu den Längen der zugehörigen 


Teilstreifen. 


Darstellung von Anteilen an einem Ganzen (meist ın %). 


Anteile sınd proportional zur Größe des Winkels des zugehörigen | / & x 


Kreissektors (z.B. 100% = 360°, 1% = 3,6°). 


Darstellung von proportionalen und linearen Zusammenhängen. 
Besonders aussagekräftig sind Liniendiagramme, wenn verschie- 
dene Datenreihen gruppiert werden können (s. Bild). 

Bei der Skalierung der Achsen ıst darauf zu achten, dass keine 
irreführenden Eindrücke entstehen. 


Häufig werden Datenreihen durch eine Klasseneinteilung geord- 


net. Die Klassenhäufigkeiten werden in Histogrammen 1.d.R. 
wie bei Balkendiagrammen dargestellt, allerdings bleibt zwischen 
den Balken meist kein Zwischenraum, und die Klassenhäufig- 
keiten werden durch die Rechteckstlächen dargestellt. Die Höhe 
der Balken hängt also von der Klassenbreite ab. 


Mithilfe von Boxplots können Datenreihen mit ihren Streu- 
bereichen so dargestellt werden, dass sıe gut vergleichbar sind. 
Die Daten werden der Größe nach geordnet, dıe 5 folgenden 
Werte ergeben die Lage des Boxplots: Minimalwert, Viertelwert, 
Median, Dreiviertelwert, Maxımalwert. 

Die „Box“ markiert den Bereich, in dem 50% der Werte liegen. 


Für Zusammenhänge zwischen zwei Größen können Messwerte 
als „Punktwolke“ dargestellt werden (siehe auch 8. 43: 
Regressionsgerade, Korrelationskoeffizient). 


Diagramme | Kenngrößen von Datenreihen 43 


Kenngrößen der Häufigkeitsverteilung einer Datenreihe © 043-1 


Arıthmeti- Berechnung von x aus der Summe hoch X 
sches Mittelx aller Ergebnisse x] .x>.....x: x = 7 (neN;n>]1) 


19 Seile I) Treten bei den n Ergebnissen r verschiedene Ergebnisse auf (reN; I<r<n), 


so berechnet man x unter Hinzuziehung ei | 

2  : a7 Ic (u : H,. u... fl, Li 

>» der absoluten Häufigkeiten der Ergebnisse: x = Sr Hnkaı) + 22° Hnlma) +. + Er" Anlar) 
) 

>» der relativen Häufigkeiten der Ergebnisse: 2 = xı  „(zı) +23 hn(Xa) +... +2, hn(&ı) 


Zentralwertx |x halbiert die der Größe nach geordnete Datenreihe. Für 2n+ 1 Daten istes der (n+1)-te 
Wert, für 2n Daten ist es das arıthmetische Mittel aus n-tem und (n + 1)-tem Wert. 


Modalwert m |m ist der am häufigsten beobachtete Wert. 
(Eine Datenreihe kann mehrere Modalwerte haben.) 


Kenngrößen zur Charakterisierung der Streuung © 043-2 


Spannweite d |dist die Differenz zwischen dem größten und dem kleinsten Wert einer Datenreihe: 
d = Xmax — Xmin 


Halbweite 7 | H ıstdie Differenz zwischen dem oberen Viertelwert x3,4 und dem unteren Viertelwert x1 4 
einer Datenreihe: A = x3/4 — X1/4 
(Der Viertelwert x, halbiert die untere Hälfte der Datenreihe, x3/4 halbiert dıe obere Hälfte 
der Datenreihe.) 


Mittlere s” ist ein Maß für die Streuung der Beobachtungswerte um den Mittelwert x. 
quadratische | Berechnung der mittleren quadratischen Abweichung der Beobachtungswerte vom 
Abweichung |Mittelwert x der Beobachtungswerte 
Pape > unter BEER der absoluten Häufigkeiten 4,(x1). H,(&2)s- .., An(x,): 
Varianz) s - 32): Hulaı) Ha) Hl) ++) 
n 
» unter Hinzuziehung der relativen Häufigkeiten h,(x1),An(X2), An N X,): 


= (x) Anl) + RK) Anl) +... + (RK) Anl&) = 25 2) Aula) 


Standard- Eın weiteres Maß für dıe Streuung um den Mittelwert x ıst die Standardabweiıchung s: 


abweichung s (x - x)” Au) + - x)” Ay()+...+(x%, — x)” Anl) 


Regressions- 


y= m 2 ® —X)+J SEE für die Messpunkte (x1; yı ), (X25 V2)» --- » (Xn} Yn)) 


gerade 


(Ausgleichs- E- gilt: =— vH -MN&ı-%)+R-I)a -%)+.: +) -%) 
gerade) 


1 
und 2=- (a + RN) ++]. 


y E 


Korrelations- x -X)(yı -Y)+ RR XV -V)+:-- + m -X) In -J) 


koeffizientr,, | ” 5, > 


+ RK) +... + m RK) FH - FH. +) 


\V 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 
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Stochastik 


Kombinatorik © 044-1 


Potenzen von 
Binomen 


Wenna,beRundneN, so silt: Pascal’sches Dreieck 


) 
) 
(a+b)" =? +3@b+3ab 4b... | 
(a+b)" = 4b +6Eb’ dab’ +b? 

(ab) =@ +5Ab+0a@b+10ab’+5ab?+b° 


(a+b)" = +2ab+b? 


Binomial- 


n(n—1)...[n-(k-1)] ai 
koeffizienten = ————— 


K! kl(n—k)! 


re 


(n.kEN;O<k<n); (0) —] 


Binomischer 
Satz 


al=1:-2-3-4-..-(a-1)-a (aeN,.a>2); 0!=1; 1!=1; 


(a+1)!=a!(a-+l) 
Permutationen |lIsteine Menge mit n Elementen gegeben, so bezeichnet man die möglichen Anordungen 
aller dieser n Elemente als Permutationen. 


Anzahl der Permutationen, wenn die Anzahl der Permutationen, wenn es unter 

n Elemente untereinander verschieden den n Elementenr, s,...,t gleiche 

sind: n! | n! 

Elemente gibt: ——— 
ge. et! 


Variationen Ist eine Menge mit n verschiedenen Elementen gegeben, so bezeichnet man die möglichen 
Anordnungen aus je k Elementen dieser Menge in jeder möglichen Reihenfolge 
als Variationen (Variationen von n Elementen zur Xk-ten Klasse). 


Anzahl der Variationen aus je k Elementen, |Anzahl der Variationen aus je k Elementen, 
wenn jedes Element ın einer Varıiatıon jeweils |wenn jedes Element ın einer Variatıon 

nur einmal vorkommen kann (Anzahl der beliebig oft vorkommen kann (Anzahl 
Variationen ohne Zurücklegen der der Variationen mit Zurücklegen der 


a 
Elemente): Elemente): n 


n! 
(n—k)! 


Kombinationen |lIst eine Menge mit n verschiedenen Elementen gegeben, so bezeichnet man die möglichen 
Anordnungen aus je k Elementen dieser Menge ohne Berücksichtigung ihrer Reihenfolge 
als Kombinationen. 

Variationen sınd also Kombinationen mit Berücksichtigung der Reihenfolge der Elemente 
(Kombinationen von n Elementen zur k-ten Klasse). 


Anzahl der Kombinationen aus je k Anzahl der Kombinationen aus je k 
Elementen, wenn jedes Element ın einer Elementen, wenn jedes Element ın einer 
Kombination jeweils nur einmal vorkommen | Varıatıon beliebig oft vorkommen kann: 


kann: ( lm a1 9) 
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Grundbegriffe der Stochastik 


Ergebnisse 'Ein Vorgang mit zufälligem Ergebnis (ein Zufallsversuch) hat mehrere mögliche Ergebnisse, 
und Ereignisse | von denen nicht vorausgesagt werden kann, welches eintritt. 
Die Menge aller möglichen Ergebnisse ıst die Ergebnismenge 2. 
Jede Teilmenge Avon 2 heißt ein zu diesem Zufallsversuch gehörendes Ereignis (ACT 2). 
Das Ereignis A trıtt ein, wenn bei dem Zufallsversuch ein Ergebnis aus A eintritt. 
Das Gegenereignis A zu einem Ereignis A ist die Menge aller Ergebnisse aus 2, die nicht zu A 
gehören. 
Sicheres Ereignis: Alle möglichen Ergebnisse sınd günstig für das Ereignis. 
Unmösliches Ereignis: Keines der möglichen Ergebnisse ist günstig für das Ereignis. 


Die absolute Häufigkeit 7 ,(x;) gıbt an, wıe oft das Ergebnis x; bein Beobachtungen des Zu- 
fallsversuches bzw. ın einer Stichprobe vom Umfang n eintritt. 


Relative Häufigkeit des Ergebnisses x; bein Beobachtungen (n > 1) 
eines Zufallsversuches (bei einer Stichprobe vom Umfang n): 


Relatıve Häufigkeit des Ereignisses A bein Beobachtungen eines 
Zufallsversuches (bei einer Stichprobe vom Umfang n, n > 1), wobei ıns- 
gesamt k-mal für das Ereignis A günstige Ergebnisse aufgetreten sınd: 


Die relative Häufigkeit des Ereignisses A ist gleich der Summe der relativen Häufigkeiten der 
Ergebnisse, die für das Ereignis A günstig sind. 


Für A= 1X1,%2..„ mp 1<Sr<Sa, gilt: MA) =An(Xı) + MmlX2) +... + MX) 


Wahrschein- |Die beobachtete relative Häufigkeit h,(A) des Eintretens von A nähert sich mit wachsender 
lichkeit Beobachtungszahl n dem stabilen Wert P(A), der Wahrscheinlichkeit des Ereignisses. 


Grundeigenschaften: 

Es gilt 0 <P(A) <1, und ferner ist: 

PIA)=P(xi)+ Pl) +: ++ Pix, ), als A= 101,8. 1%} 

Pe = Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses 2 

P(0)=0 Wahrscheinlichkeit des unmöglichen Ereignisses ® 
) 


Axıomensystem 
von Kolmogorow 


P(A)=1-P(A) Wahrscheinlichkeit des zu A entgegengesetzten Ereignisses A 


Laplace-Wahrscheinlichkeit (klassische Wahrscheinlichkeit): 

Sind alle Ergebnisse bei einem Vorgang mit zufälligem Ergebnis gleich wahrscheinlich, so gilt: 

P(A) = Anzahl der für A günstigen Ergebnisse 
Anzahl der möglichen Ergebnisse 


Mehrstufige Zufallsversuche 
l. Ptadregel |Produktregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ergebnisses Baumdiagramm: 
ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten ® 
entlang des jeweiligen Pfades im Baumdiagramm. 


(Im Bild gilt: P(D)=pı pa) 


Summenregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis- 
ses ıst gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten 
aller Pfade, dıe für dıeses Ereignis günstig sınd. 

(Im Bild gilt: P(D) =pı -ps +p2 ps + p2 Pe) 


2. Piadregel 


\V 


s 
I 
D 
= 
+ 
= 
= 
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Markow’sche Prozesse C, 046-1 


Stochastische 
Prozesse 


Markow-Ketten 


Bei vielen Anwendungen kommt es vor, dass ein System (zum Beispiel von Objekten, 
Individuen, Dingen) in einem zeitlichen Ablauf zufällig (mit bestimmten Übergangswahr- 
scheinlichkeiten) verschiedene Zustände Z], Z>, ... annımmt. 

Die Übergangswahrscheinlichkeit für den Übergang von einem bestimmten Zustand in 
einen bestimmten anderen Zustand kann sowohl vom Zeitpunkt des Zustandswechsels als 
auch von der Folge der vorangegangenen Zustände (bzw. Zustandswechsel) des Systems 
abhängen (7 bedingte Wahrscheinlichkeit). 

Man spricht dann von einem stochastischen Prozess. 


Eın stochastischer Prozess mit endlich vielen verschiedenen Zuständen Z], Z>, ..., Z„, deren 
Übergangswahrscheinlichkeiten nicht vom Zeitpunkt des Zustandswechsels und nur von 
dem Zustand, ın dem sıch das System unmittelbar vor dem Zustandswechsel befindet, 
abhängen, wird als homogener Markow’scher Prozess bezeichnet. 

Wird eine Abfolge von k Zustandswechseln betrachtet, spricht man auch von einer 


Markow-Kette der Länge k. 


Übergangswahr- 
scheinlichkeiten 

und Übergangs- 

matrix 


Zustands- 
wahrscheinlich- 
keiten bei 
Markow-Ketten 


Stationäre 
Verteilung 


Grenzverteilung 


Ist g; die Wahrscheinlichkeit dafür, dass sich das System zum Startzeitpunkt ım Zustand Z, 
befindet, so gibt der Wahrscheinlichkeitsvektor g= (q1. 9, .... g,) eine Wahrscheinlichkeits- 
verteilung für dıe möglıchen Zustände des Systems an, dıe sogenannte Anfangsverteilung. 
(Zur Schreibweise (91, .... 9.) siehe Seite 82.) 


Esgit0<g<1l und YVg=l. 


| 


Die (bedingte) Wahrscheinlichkeit dafür, dass das System ın den Zustand Z; wechselt, 
wenn es sich vorher im Zustand Z, befindet, wird mit p,; bezeichnet. 


Es glt0O<p,<l und ),py=l. 
i=1 


Pıi Pi? ».« Pin 


Paı P22 -:- Pan 


Die 7 MatrıxM = heißt Übergangsmatrix. 


Pnı Pn2 -:- Pnn 


Die Wahrscheinlichkeit, dass das System in k Schritten vom Zustand Z, in den Zustand Z, 


wechselt, ist durch das Element (M*),, der k-ten Potenz der Matrix M gegeben (siehe beı 
7A\ Multiplikation von Matrizen). 


Ist g dıe 7 Anfangsverteilung des Systems, so ıst die Wahrscheinlichkeit, das System 
nach Ablauf eines k-stufigen Markow-Prozesses ım Zustand Z,; anzutreffen, durch die i-te 
Komponente (M“ : g); des Vektors M“ - q gegeben. 


Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung g des Zustandsraums eines Markow-Prozesses heißt 
stationär bzgl. des Markow-Prozesses, wenn M -q=g gilt. Nach Ablauf des Markow- 
Prozesses sind dann die verschiedenen Zustände des Systems mit den gleichen Wahrschein- 
lichkeiten anzutreffen wıe vorher. 


Ist gdıe 7 Anfangsverteilung eines Markow-Prozesses, so gibt der Vektor 

p(k) = M“ : q die Verteilung auf der k-ten Stufe der zugehörigen Markow-Kette an. 

Falls p = Jim p(k) existiert, so heißt der Wahrscheinlichkeitsvektor p die Grenzverteilung 
der Markow-Kette. 

Die Grenzverteilung ist eine stationäre Verteilung. Der Grenzverteilungsvektor p ıst ein 
A Eigenvektor der Übergangsmatrix M. 


Eın Markow-Prozess wird als zyklisch bezeichnet, wenn es eine natürlıche Zahl k >1 gıbt, 


sodass M“ = E die Einheitsmatrix ist. Bezüglich M“ sind alle Verteilungen stationär. 


Markow’sche Prozesse | Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 4/ \V 


Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten 


Additionssatz |Fürdiıe Wahrscheinlichkeit des Eintretens des Ereignisses A oder des Ereignisses 2 gilt: 


P(AUB)=P(A)+P(B) -P(ANB) 
Falls A und B unvereinbar sind, gilt: 
P(AUB)=P(A)+P(B) 


Bedingte Wahr- | Für die Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A unter der Bedingung, dass das Ereignis B 
scheinlichkeit eingetreten ist, gilt: 
© 047-1 P(ANB) 
P(A|B) = ——— 
ABS pe 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Diese Wahrscheinlichkeiten kann 
man übersichtlich ın einer 
Vıer-Felder-Tafel darstellen: 


Multiplikations- | Für die Wahrscheinlichkeit des Eintretens sowohl des Ereignisses A als auch des 
satz Ereignisses 2 gilt: 
P(ANB)=P(A)-P(B\A)=P(B)-P(A|B) 


Allgemein silt für die Ereignisse Aı, A», ..., An: 
P(Aı NA»N... N An) = P(.4;) -P(A5 1Aı) -P(A;3 1A} NA») Bags -P(A, 1A} NAsN en Feel 


Unabhängigkeit | A und B heißen voneinander unabhängig genau dann, wenn gilt: 
© 047-2 P(ANB)=P(A):P(B) 


Für voneinander unabhängige Ereignisse Aı, A5,..., An gilt: 
P(Aı N AaN... NA) = P(Aı):-P(As)-...- P(An) 


Formel für 
die totale 
Wahrschein- 
lichkeit 


Bilden die Ereignisse B| und B; eine Zerlegung, d.h. sit JB U» = Q@QundB,NB =), so 
gilt für jedes Ereignis A die Formel P(A) = P(A|B,)- P(B\)+ P(A|B>) - P(B3). 
Allgemein gilt für jedes Ereignis A ım Falle einer Zerlegung von 2 ın die Ereignisse 
Bı.B>, ..., DB), also mit Bj UB,U...UB, —_ Q2undB;NB,; -Nfiriz), 

die Formel P(A)=P(A\B,): P(Bı)+ P(A|B,)- P(B) +... + P(A|B,) P(B,)- 


Bilden die Ereignisse B| und B> eine Zerlegung, silt also BU» = QundBı, NA =(), und 
ist A ein Ereignis mit P(A) > 0, so gilt 


P(A\Bı)-P(Bı) 


© 047-3 


PBılA)S Sat). POBı) + PLA] B5)- P(B) 


und 


Plaza) AB) Pi) 
(A| Bı): P(Bı) + P(A|B2): P(B,) 
Allgemein gilt für jedes Ereignis A mit P(A) > 0 im Falle einer Zerlegung von 2 in die Er- 
eignisse Bi, Ba,..., Bn, also mit BUBU...UB„=@und B;N B;=®fürizfjundalle 
k=1,2,...,n die Formel 
Bade — — a 
P(A|Bı): P(Bı)+ P(A|B2)-P(B2)+...+ P(A|B„): P(B,) 
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Zufallsgrößen und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung 


Wahrscheinlich- 


keitsverteilung 
einer diskreten 
Zufallsgröße X 


Bernoulli- 
Versuch 
048-1 


Binomial- 
verteilung 
© 048-2 


Gestalt der 
Binomial- 
Verteilung ın 
Abhängigkeit 


vonden 


Parametern 
nundp 

(pı. steht für 
PX =X)) 


Es seien x; (i=1,2,3,...,k) die Werte, die eine diskrete Zufallsgröße X annehmen kann, 
und p; die zugeordneten Wahrscheinlichkeiten für das Eintreten der x.. 


der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsgröße X, 


k 
Bit EX) =) pl 
i=1 


VR)=-Dln-m):p 


oX)=/V(X) 


Ein Bernoulli-Versuch ist ein Zufallsversuch, bei dem man sıch nur dafür interessiert, 
ob ein bestimmtes Ereignis (Treffer) eintritt oder nicht. 
Eine Bernoulli-Kette ist eine Serie unabhängiger Bernoulli-Versuche. 
Wenn p die Trefferwahrscheinlichkeit (Erfolgswahrscheinlichkeit) ist und der Zufallsversuch 
n-mal wiederholt wird, dann gilt: 
k)= (kp -(1-p)"" 


Die Wahrscheinlichkeit für genau X Treffer ıst: 

Die Wahrscheinlichkeit für mindestens einen Treffer ist: PX >1)=1-(1-p)" 
Soll die Wahrscheinlichkeit für mindestens einen 
Treffer größer oder gleich a (0 <a< 1) sein, so gilt 
für dıe Länge n der Kette: 


dıe Varianz der Zufallsgröße X und 


die Standardabweichung von X. 


In(1-a) 
In(l-p) 


Eine Zufallsgröße heißt binomialverteilt mit den Parametern n und p, wenn für alle k 


Kell... R8lE: PX ak)e (Kt nt 
E(X) =n-p 


Erwartungswert 
Varıanz 
Standardabweichung 


n Test, p ändert sıch p est, nändert sıch 


Hyper- 
geometrische 


Tscheby- 
schew’sche 
Ungleichung 


Stetige 
Zufallsgrößen 


Standard- 
normal- 
verteilung 


Näherungs- 
formel von 
Moivre und 
Laplace 
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Für sehr große n und sehr kleine p gilt für die Binomialverteilung die Näherungsformel von 


k 
Poisson: P(X=k)= (kp ul. ae Be, es2,7183; u=n:-p 


Ä 5 
Im Spezialfall x, =i gilt: EIN) 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


M\/{[N-M 


nk) 
(k<n<N;k<M<N) 


rn 


Die Problemstellung kann durch eine Stichprobe vom Umfang n aus einer Gesamtheit von 
N Elementen charakterisiert werden, ın der M Elemente mit abweichender Gestalt 
enthalten sind; es interessiert die Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit k Elemente 

der Art M in der Stichprobe n enthalten sind. 


Die folgende Ungleichung liefert im Falle einer Binomialverteilung für große n eine Ab- 
schätzung der Wahrscheinlichkeit für das Abweichen der Zufallsgröße X vom Erwartungs- 
wert E(X) um mindestens e. 

FR) m 
P(\X-E(X)|>e)< 2 für allee>0 
Eine stetige Zufallsgröße kann in einem Intervall [a, b] von R, mitunter sogar in R selbst, 
alle Werte annehmen. 
In diesem Fall gibt es eine Funktion / (Dichtefunktion von X) derart, dass gilt: 


Pla<xX<b)=[(flx dx (a,beR) 


Falls das (uneigentliche) Integral [ x /(x)dx existiert (7 S. 68), gilt für stetige Zufallsgrößen: 
[| x-f9)dx, VIN=EUX-ERN)), o= 


Eine stetige Zufallsgröße X heißt normalverteilt mit den Parametern u und 0°, wenn für 
Ihre Dichte f gilt: 


1 _ (&-W)* 
x) = > e 2:0 ,‚xeR,E(X)=u,V(X)= 0°. Man schreibt: X » N (u; 0°). 
Pre 


Die Standardnormalverteilung N (0; 1) isteine 
Normalverteilung mitt Z(X)=0und V(X)=1: 


l -—& 
= ze 
(Verteilungsfunktion ® mit 
| 


= [ a) 
V2IL- 55 


Für eine binomialverteilte Zufallsgröße X mit Standard- 
abweichung 0 > 3 gilt: 

Die Wahrscheinlichkeit für genau Xk Erfolge lässt sıch 
näherungsweise berechnen durch: 


P(x) 


Die Wahrscheinlichkeit für höchstens k Erfolge lässt sich 
näherungsweise berechnen durch: PX<k)S® ( 


k+0,5-u 
0 
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Intervallwahr- 


scheinlichkeiten 
normalverteilter 


Zufallsgrößen 


k-O-Intervalle 
normalverteilter 


Zufallsgrößen 


= ea 


binomialver- 
teilter Zufalls- 
größen 


Intervallwahrscheinlichkeiten für eine normalverteilte Zufallsgröße X » N (u; 0 


Wenn X » N (u; 0° 


*) mit der 
Dichtefunktion f (s. S. 49) lassen sıch mithilfe der Standardnormalverteilung berechnen. 


ai, Ku bu b-u - 
Esgil: fa<x <n) = P[E << E) -0(#)-0(f *). 
| Ö 0] OO) 0 


weitere Werte für P[lu-k-o<X<u+k:-o): 


pa Rz 12 I2 BE 


), so gilt: 

P(u-1-o<X<u+l-o)=0,683 
P(u-2-0<X<u+2:0)=0,954 
P(u-3:0<X <u+3:0)=0,997 


Eine binomialverteile Zufallsgröße X mit den 
Parametern n und p kann durch eine Normalver- 
teilung angenährt werden, fallsn-p-(1—-p) >9 
(Näherungsformel von Moivre und Laplace, 

S. 49). 

Dann silt: 

P(u-1-o<X<u+l:-o)*0,683 
P(u-2-0<X<u+2-0) 0,954 
Piu—3:0<X <u+3:0) =0,997 


u-30 u-20 U-0 uU40  Ur2o U430 


Beurteilende Statistik 


Stiebnmaben 
als Bernoulli- 
Versuche 


Schließen von 
der Grund- 
gesamtheit auf 
die Stichprobe 


Schließen von 
der Stichprobe 
auf dıe Grund- 
gesamtheit 

& 050-1 


Die Entnahme einer (kleinen) Stichprobe aus einer (großen) Grundgesamtheit kann oft als 


Bernoulli-Versuch behandelt werden. 

Dabei gelten folgende Entsprechungen: 

» Stichprobenumfang n (Elemente durchnummeriert bis n) = Anzahl der Stufen n 

» absolute Häufigkeit A, eines Merkmals ın der Stichprobe = Anzahl der Erfolge k 
» rel. Häufigkeit h, eines Merkmals ın der Stichprobe = Erfolgswahrscheinlichkeit p 
» Standardabweichung s, in der Stichprobe = Standardabweichung o 


Die Erfolgswahrscheinlichkeit p ın der Grundgesamtheit ıst bekannt. 
Die relatıve Häufigkeit h, des Merkmals ın der Stichprobe lıegt mit einer Wahrscheinlich- 


keit größer oder gleich ? (sıehe Tabelle oben) ım Intervall | P- kn; p+ zu 
(nit dp 


Dabei nımmt P abhängig von einem vorgegebenen Wert für k gewisse feste Werte gemäß 
obiger Tabelle zu den k-o-Intervallen normalverteilter Zufallsgrößen an. 


P(p-kl<m<p+k) >P 
| nl N 


Die absolute Häufigkeit 7, des Merkmals in der Stichprobe liegt mit der Wahrscheinlich- 
keit P (siehe Tabelle oben) im Intervall In-p -ko;n-p+ko). 


Die Erfolgswahrscheinlichkeit p in der Grundgesamtheit ıst unbekannt und wird durch A,, 


geschätzt. Für die Wahrscheinlichkeit, dass p ım Intervall M _ k=; hn+ a liegt, gilt: 
P(i bnsrshrk, >P. 


Desteie < "risk, gilt auch: (h — k—- <p<mtk 


Zen, zmSPShthz) >? 
Bei dieser Abschätzung können die Intervallgrenzen ohne Verwendung der unbekannten 
Wahrscheinlichkeit p angegeben werden. 
Die Abschätzung ist umso besser, je näher p be1 0,5 liegt. (AI Konfidenzintervalle) 


Konfidenz- 
intervalle 
OS1-1 


Testen von 
Hypothesen 
© 051-2 


Signifikanztests 
© 051-3 
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Soll eine unbekannte Wahrscheinlichkeit p anhand einer Stichprobe mit einer vorgege- 
benen Irrtumswahrscheinlichkeit a geschätzt werden, so ıst € > O so zu wählen, dass 
P(,-e<p<h„te)>1-agilt. 

Man bezeichnet [A, — &; h,„ + &] dann als Konfidenzintervall (,Vertrauensintervall“) zum 


Vertrauensniveau (1 - Q). 
Soll(l1 - a) = P seın (für einen gewählten Wert von k; häufig wirdk = 1,2, 3, ... gewählt), so 


? 


m! 


ıst der Stichprobenumfang n > (52) oder n > Zoe zu wählen. 


Bei einem Alternativtest werden zwei einander ausschließende Hypothesen betrachtet. Die 
Nullhypothese A, (z.B. p = po) gibt oft einen bisherigen Kenntnisstand wieder, von dem 
man nicht leichtfertig abrücken möchte. Die Gegenhypothese 7, (z.B. p = pı) stellt eine 
neue zu prüfende Vermutung dar. 

Entscheidungsregel: Fällt die Prüfgröße X mit den Parametern n und > ın einen vor Durch- 
führung des Tests definierten Ablehnungsbereich A < {0, 1,2, ...,n}, wird dıe Nullhypothese 
abgelehnt und somit die Gegenhypothese angenommen. Fällt die Prüfgröße ın den An- 
nahmebereich {0, 1,2, ...,n}\A, wird die Nullhypothese angenommen (bzw. beibehalten). 
Da die Entscheidung eines Hypothesentests Entscheidung | Entscheidung 
aufgrund einer Stichprobe erfolgt, kann es zu 


Fehlentscheidungen kommen: 77 

Beim Fehler 1. Art wırd die Nullhypothese ab- kein Fehler |Fehler 1. Art 
= ee richtig 

gelehnt, obwohl sıe richtig ıst. 

Beim Fehler 2. Art wird die Nullhypothese an- Pr I |Fehler2.Art |kein Fehler 

genommen, obwohl sıe falsch ıst. richtig 


Um Fehler 1. Art möglıchst zu vermeiden, wırd häufig für die Wahrscheinlichkeit eines 
Fehlers 1. Art eine obere Grenze vorgegeben. (7 Sıgnifikanztest) 


Ein Signifikanztest für eine unbekannte Wahrscheinlichkeit p ist ein Hypothesentest, bei 


dem für die Irrtumswahrscheinlichkeit (Wahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art) eine obere 
Grenze a (Sienifikanzniveau) vorgegeben ist. Für a sind die Werte 5%, 1% und 0,1% 
üblich. Fällt die mit den Parametern n (= Stichprobengröße) und p (= unbekannte Treffer- 
wahrscheinlichkeit) binomualverteilte Prüfgröße X der Stichprobe ın den Ablehnungs- 
bereich der Nullhypothese 9 (kritischer Bereich), dann ist das Stichprobenergebnis signi- 
fikant für die Gültigkeit einer Gegenhypothese 77. Je nachdem, ob 7, dıe Form p < p, oder 
p>p, oder p# p, hat, spricht man von einem linksseitigen oder einem rechtsseitigen oder 
einem zweiseitigen Signifikanztest. 


linksseitiger Signifikanztest rechtsseitiger Signifikanztest 
Ho:Pp=Po Hı:p<Po Ho:p=Po Hı:p>Po 


Entscheidungsregel: Entscheidungsregel: 
ItX>K,sowird IsttX<K, so wird ItX<K,sowird Ist X > K, so wird 
H,.angenommen N#H},angenommen H,angenommen NAH}, angenommen 


Ablehnungsbereich: {0; 1; ...; X} Ablehnungsbereich: {X}; K+ 1; ...;n! 

Die Irrtumswahrscheinlichkeit Die Irrtumswahrscheinlichkeit 

P(X<.K) ist fürp = po am größten. P(X > K) ıst für p = po am größten. 

Die kritische Zahl X ist die größte ganze Die kritische Zahl X ist die kleinste ganze 
Zahl, für die die Irrtumswahrscheinlichkeit Zahl, für die die Irrtumswahrscheinlichkeit 
bei p = po höchstens «a beträgt, d.h. bei p = po höchstens a beträgt, d.h. 
PX<SR)<Q PX >K)=1-P X <K-Ii)<sa 


Die Wahrscheinlichkeit für die fälschliche Annahme der Nullhypothese (Fehler 2. Art) 
ist umso geringer, je stärker sich der unbekannte Wert p von p, unterscheidet. Sıe kann bei 


festem a durch Erhöhung des Stichprobenumfansgs rn verringert werden. 


s 
au 
=2 
D 
= 
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a2 
= 
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Einzelwahrscheinlichkeiten der Binomialverteilung P(X=k)= ( 


Ö 


u 


DEE, 


= 
E | 


Alle freien Plätze dieser Seite würden 
durch das Runden auf 4 Dezimalen 
den Wert 0,0000 enthalten. 


0,99 0,98 0,95 


3 | 
SO SAU PWNDHMH-O/ISVSfoOo [Wu PN SS U PWNDHOISAU PWNOo/ u PWwWN-Ooln PWNO/PWN OWN Oo 


(1-p)"t ©052-1 


2 
l 
0 
3 
2 
| 
0 
A 
3 
2 
l 
Ü 
5 
A 
3 
2 
l 
0 
6 
5 
A 
3 
2 
l 
0 
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0,8179 6676 3585 1216 0261 0008 
1652 2125 37714 2702 1043 0576 0211 0068 0030 0005 
0159 0528 1887 2852 1982 1369 0669 0278 0143 0031 
V010 0065 0596 1901 2379 2054 1339 0716 0429 0123 


\V 


0006 0133 0898 2022 2182 1897 1304 0911 0350 


s 
= 
=> 
D 
= 
+ 
= 
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Alle freien Plätze dieser Seite würden 
durch das Runden auf 4 Dezimalen 
den Wert 0,0000 enthalten. 

Das gilt auch für die nicht aufgeführ- 
ten Werte von k. 
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> 
= 
4 
(I 
= 
U 
“= 
rer 
(Ö 
> 


34 0004 0112 0579 081 0391 0005 | 66 
100 | 35 0002 0070 0468 0784 0491 0009 | 65 | IM 
36 0001 002 0392 0708 0591 0016 | 64 
37 00%4 0268 0612 0682 0097 | & 
38 0013 0191 0507 0754 004 | & 
39 0007 0130 0403 079 0071 | 6 
40 0004 0085 0308 0812 0108 | 6 
41 0002 0053 025 0792 0159 | 39 
42 0001 0032 0158 0742 0223 | 58 
43 0019 0107 0667 0301 | 57 
44 0010 0069 0576 0390 | 56 
45 0005 0043 0478 0485 | 55 
46 0003 0026 0381 0580 | 54 
47 0001 0015 0292 0666 | 53 
48 0001 0008 0215 075 | 32 
49 0004 0152 0780 | 51 
50 0002 0103 0796 | 50 
5] 0001 0068 0780 | 49 
52 0001 0042 0735 | 48 
53 0026 0666 | 47 
54 0015 0580 | 46 
55 0008 0485 | 45 
56 0004 0390 | 44 
57 0002 0301 | 43 
58 001 0223| 2 
59 0001 0159 | Al 
60 0108 | 40 
61 Alle freien Plätze dieser Seite würden 00/1 | 32 
62 durch das Runden auf 4 Dezimalen 0045 38 
63 den Wert 0,0000 enthalten. 0027 37 
64 Das gilt auch für die nicht aufgeführ- 0016 36 


63 ten Wertevonk. 0009 35 


Summierte (kumulierte) Binomialverteilung 55 


Summierte (kumulierte) Binomialverteilung © 055-1 

E 5 
Dargestellt sind auf den Seiten 55 bis 57 die Werte P(x<k)=), (3) .p' (1 - p)" für einige häufig vorkom- 
mende Werte von nundp. i=0 \ 
Beachte: Wenn Werte für p > 0,5 abgelesen werden sollen, muss der zweite, grau unterlegte Tabelleneingang 
genutzt werden. In diesen Fällen muss die Differenz 1 — (abgelesener Wert) ermittelt werden. 
Beispiel: n = 6; k =3; p = 0,6; P(X < 3) = 1,0000 - 0,5443 = 0,4557. 
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Alle freien Plätze dieser Seite würden 
durch das Runden auf 4 Dezımalen 
den Wert 1,0000 enthalten. 

Das gilt auch für die nicht aufgeführ- 
ten Werte von k. 
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Alle freien Plätze dieser Seite würden 
durch das Runden auf 4 Dezimalen 
den Wert 1,0000 enthalten. 

Das gilt auch für die nicht aufgeführ- 
ten Werte von. 


k 

Dargestellt sind auf den Seiten 56 und 57 die Werte P(x<k)=), (") -p' (1 p)”"" fürn = 20, 50 und 100 für 
einige häufig vorkommende Werte von p. zZ 

Beachte: Wenn Werte für p > 0,5 abgelesen werden sollen, muss der zweite, grau unterlegte Tabelleneingang 
genutzt werden. In diesen Fällen muss die Differenz 1 — (abgelesener Wert) ermittelt werden. 

Beispiel: n = 50; k = 36; p = 0,6; P(X < 36) = 1,0000 - 0,0280 = 0,972. 


0476 
1946 
4198 
6472 
8179 
9192 
9688 
9894 
9968 
9991 
9998 


Alle freien Plätze dieser Seite würden 
durch das Runden auf 4 Dezimalen 

den Wert 1,0000 enthalten. 
Das gilt auch für die nicht aufgeführ- 
ten Werte von. k. 
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100 


\V 
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Standardnormalverteilung (Werte der Verteilungsfunktion ®) 


Die Binomialverteilung kann für große n durch die Normalverteilung an- 
genähert werden. Wählt man dabei für die Parameter u und 0° die Werte 
0 bzw. 1, so nimmt die Dichtefunktion (7 S. 49) folgende Gestalt an: 


——_e 5X mit xeR und Es 2,7183 


1 
PR) = 


Zur Berechnung von Intervallwahrscheinlichkeiten wird das jeweilige In- 
tegral in den Grenzen des betrachteten Intervalls gebildet: 


l *% 2 
= | era dr 


&(-0,45) = 1 - 0,6736 = 0,3264 


229] 9991 9991 9992 9992 9992 
393. 9993 9994 9994 9994 9994 9994 
9395 9995 9996 9996 9996 9996 9996 
337 9997 239 9391 29997 9997 9997 


Beachte! ®(-x)=1- ©(x) 
Beispiel: ®(0,45) = 0,6736 
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9992 
9995 
9996 
9931 


9993 
9995 
9996 
9997 


9993 
3995 
9297 
9998 


Wertetabelle zur Normalverteilung | Zufallsziffern 59 \V 


29835 
45693 
13200 
06306 
08903 


s 
=: 
D 
= 
+ 
a2 
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32382 
70719 
01661 
25567 
64538 


23091 
53547 
92784 
96917 
41249 
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Folgen und Reihen © 060-1 


Definition Eine reelle Zahlenfolge (a,) besteht aus unendlich vielen reellen Zahlen a; ,a,, a;,..., diein 
Folge einer festen Reihenfolge angeordnet sind. 
Die Zahl a; steht an erster, dıe Zahl a, an n-ter Stelle ın der Reihenfolge der Folgenglieder. 


Partialsummen- | Werden aus den Glıiedern eıner Zahlenfolge (a,) dee Summen 
folge sı=qa, 


S=d+%, 


ei tat. te ar USW. 
k=1 


gebildet, so entsteht eine neue Folge (s,„), dıe Partialsummenfolge. 


Definition 
Reıhe 


Die Partialsummenfolge (s,) zu einer gegebenen Folge (a,) heißt die zu (a„) gehörende 
(unendliche) Reihe. 

Monotone » monoton steigend (wachsend): FüralleneN (n>0) gilt a,4ı > a. 

» monoton fallend (abnehmend): FüralleneN (n>0) gilt a,yı <a. 

>» streng monoton steigend: FüralleneN (n>0) silta,4ı > a. 

>» streng monoton fallend: FüralleneN (n>0) gilta,;ı <a,. 


Arithmetisch a |() = (a;aı +d;...;aa +(k-1)d, ...) iM _ (n—-1)-n 
Folge x =a+tlk-1)d; | =. H=zlatm)=na 4 ed 
(2 


Geometrische GCAZICHIUCR ET Ei (falls g #1) 

ns = (aı #0;q7#0) = EZ 

KL. ee er (fallıg=1) 
Spezialfalla; = 1 es 


(a)= (1495. are | = (falls g #1) 


Zahlentolgen 
(An) 


K=E; K=aRg S (fallsqg=1) 


Unendliche 
geometrische 
Reihe 

© 060-2 


s=-yag =m+mg+...+a1g"" 
Spezıalfall dı = l ( 0: | j 
s=yg'=1l+44++g’+..= 


| 


Spezielle Summen der ersten n Glieder der Folge der 
Partialsumm 
ET > natürlichen Zahlen I +2+3+...+n= $ i=- (m +1) 
r\ arıth- 
>» geraden Zahlen 2+4+6+...+2n= an (n+1) metische 
-1 Reihen 
> ungeraden Zahlen 1+3+5+...+2n-1)=) Pi 
i=1 
_nln+ l)(2r+1) 


> Quadratzahlen 1°+2°+3°+...+n° r 


= 2 


| 2 n+1 
> Kubikzahlen FHr+T +. toi s on 
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Grenzwerte 


e-Umgebung Die Menge aller reellen Zahlen x, für die |x—a|< e gilt, wobei € eine positive reelle Zahl 


ist, heißt &-Umgebung der Zahl a. Andere Schreibweise: «-e<x<a+te 


Grenzwert Die Zahl g heißt Grenzwert der Folge 
einer (a„) genau dann, wenn es für jedes € > 0 
Zahlenfolge eine natürliche Zahl n, gibt, sodass für 
© 061-1 allen > m gilt: \a,„-g| < e 

Man schreibt: Im ng 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Eine Zahlenfolge heißt konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls heißt sıe 
divergent. 


Grenzwert- Falls die Grenzwerte lim a, =a und lım 5b, = b existieren, gilt: 
sätze für u ._ 
unendliche 
konvergente > lim (a, -b„) = lim a„: lim b„=a:b 
Zahlenfolgen rn er 


> lim (a„+b,) = lim a„+ lim b,=a+b 
H—009 N—00 N—XO 


=. falls 5,£0 fürallen und lim b„ #0 


Einige wichtige 


Ä un 1 on og 
Grenzwerte PR Sun in ‚im a =0 fürlal<I ‚m "u 0 
sınx 


im =1 füra=| lim Va=1 füra>0 lim =] 


ie NO x-0 X 


FI | 
lim ( +.) —e*2,718281 8284... (Euler’sche Zahl) 
Grenzwert 
einer 
Funktion 


Eine Funktion f hat an der Stelle xo den Grenzwert g genau dann, wenn für jede Folge (x,) 


mit X, #xXo, die gegen x, konvergiert, die Folge (f (x„)) der zugehörigen Funktionswerte 
gegen g konversgiert. 


Stetigkeit von Die Funktion f heißt stetig an der Stelle x, genau dann, wenn gilt: 
Funktionen an | (1) lim f(x) existiert 
einer Stelle u Die Funktion fmit 
(2) lim f(x) = f(x) u 
a) x 
Geometrische Interpretation: 0 (x=0) 
Eine Funktion ist stetig, wenn man ıhren Graphen| ist an der Stelle 
ın jedem zusammenhängenden Teil ıhres Definiti- 
onsbereiches ‚in einem Zug zeichnen kann“. 


xo = 0 nicht stetig. 


Grenzwertsätze 
für Funktionen 


Ist lim f(x) = aundlim g(x)=bmita,b ER, so gilt: 
RX 


KAÄO 


> lim|f(x)£g(x)|=a+tb > lim|f(x)-g(x)|=a:b > im 5 fürb#0 


xx x-X xaXg ( X b 


IR) 


Haben in einer Quotientenfunktion g(x) = six) sowohl fals auch g an der Stelle xo eine 


Nullstelle, und sind f und g beide in einer Umgebung von xo 7 differenzierbar, so gilt: 
/ y 
I) existiert, so existiert auch lım AcoR und es gilt 
KXD 


Falls der Grenzwert lim 
xoXg g( x) 

in 

xx g( x) ng ( x) 

Die Regel gilt auch für x — x bzw. für x — —oo, falls Zähler und Nenner beide für x — © 


bzw. für x — —0o gegen 0 streben. 


g'(X) 
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Verhalten von Funktionen im Unendlichen und bei Definitionslücken © 062-1 


Verhalten Verhalten für x — Verhalten für x — -o0 
ausgewählter 
Funktionen 

ım Unendlichen 
C, 062-1 


fürneN,n>0O lim x" =mwo fürneN,ngerade,n>0 


a u 


\ lim x" = —-o fürneN, nungerade 
fürneN,n>0O | u un 


füraeR',a>]| fürneN,n>0 


füraeR',a<1I -0 füraeR?t,a>| 


lim «= fürseRt,a<]l 
* ur u © © 


füraeR',a>1,neN 


lim log, x= & für aeR',a>]| 


AO0 


Asymptoten Eine Gerade, dıe Graph einer linearen Funktion A ist, heißt Asymptote einer Funktion f, 
wenn sich der Graph von / dieser Geraden ım Unendlichen beliebig genau annähert, d.h., 
wenn gilt: 


lim If (&) — A(x)I=0 oder „lim If) — A(x)|=0 


Gilt lim f(x) =g bzw. lim f(x) = g, ist die Parallele zur x-Achse mit y = g eine waage- 
un 9) X —-00 


rechte Asymptote von f. (Für g = 0 ist dies die x-Achse.) 
Auch senkrechte Geraden und gekrümmte Funktionsgraphen können als Asymptoten 
auftreten. 


Asymptoten 
gebrochen- 
ratıonaler Funk- 
tionen 


Jede gebrochenrationale Funktion / (x) = u) kann durch A Polynomdivision auf 


v(X) 


die Form f(x)=p(x)+ er mit Polynomen p, r und v gebracht werden, 
wobei Grad(r) < Grad(») ist. 
r(x) 


Deshalb strebt Er für x — oo und für x — —oo jeweils gegen 0, und folglich nähert sıch 
v(x 


der Graph von f asymptotisch dem Graphen von p. 


Verhalten Bei der Annäherung der Argumente von links (x < xo) bzw. von rechts (x > xo) an eine 
bei Definitions- |Definitionslücke x, sınd folgende Fälle von besonderem Interesse: 
lücken 


> Es gilt lim f(x) = lim f(x) =.a. 


y hebbare 
x X0 XXX ; 
x<ım x>x Lücke bei 
Dann hat der Graph von fan der Stelle x, lediglich ein 2 a 


„Loch“, das sich durch die Festsetzung / (xo) = a schließen 
lässt. Die Stelle x, heißt dann eine hebbare Lücke. 


>» Es gilt lim f(x) =aund lim f(x) =bmita#b. 


x%0 u 9 
X<X x>Xo 


Dann hat der Graph von f an der Stelle x, eine Sprungstelle. 


> Es gilt lim f(x)=+oound lim f(x)=+to. 


nn zu Fee 
Dann nennt man x9 eine Polstelle des Graphen von f. Jenach NUR: 
Situation unterscheidet man Polstellen mit oder ohne Vor- von Bm 
zeichenwechsel. 7 


Der Graph der Funktion besitzt bei einer Polstelle eine senk- 
rechte Asymptote. 


Verhalten im Unendlichen |Differenzialrechnung 63 \V 


PITTATRIGSIFHERNUNG 


Differenzen- Sei feine Funktion, die in einer Umgebung U von xy definiert ıst. Dann nennt man 


quotient ar Fi One mitheR; h£Z0undsp +heD(f) 


den zu A gehörigen Differenzenquotienten der Funktion f ander Stelle xo. 


Differenzial- Der Differenzialquotient (oder dıe Ableitung) der Funktion f an der Stelle xo ıst der Grenz- 


quotient .. f(x) 


Ss 
D) 
rr 
=>. 
(D 
3 
Q) 
er 
a 
© 063-1 | 7 En, falls er existiert. £ 


Man schreibt auch: f’(xy) oder - 


AA) 


Differenzier- Die Funktion f ist an der Stelle x = xy differenzierbar, wenn 
barkeit (1) f(x) ın einer Umgebung von xy definiert ist und 


© 063-2 
sn mn existiert. 


(2) der Grenzwert Iim 


Differen- Falls die Funktionen u und v differenzierbar sınd, so gilt für 
ziationsregeln |» einekonstante Funktion y =c 
(Ableitungs- (c eine Konstante) Y=D 
regeln) ER 
© 063-3 » einen konstanten Faktor y =c:v 
y' a 
» eine Potenzfunktion y x 
y' =n- x"! (Potenzregel) 
y'=n-(n-1):.x"? 
| on! | 
——— x" (fürk< 
y= (n—k)! VILAS m 
0 (fürk>n) 


» eineSumme/Differenız y =u+v 
F 


» ein Produkt y =4Ui 

y’ =u'v+ uv’ (Produktregel) 
>» einen Quotienten y =— (v#0) 

j= um (Quotientenregel) 
Kettenregel: 
Sind u und v differenzierbare Funktionen, dann ist die Funktion 
f(x) = u(v(x)) differenzierbar. 
f’&) =1(v(%))-v (x) odermity=ulz) undz=v(n);: ZI. 

ee EN ET zZ ix 


Differenziation einer Umkehrfunktion f: 
Ist f eine eineindeutige Funktion, die in einer Umgebung der Stelle xo differenzierbar ist, 
und gilt f’(xo) #0, so ist die zu f inverse Funktion f an der Stelle 


_ l 
yo = f(xo) differenzierbar und es gilt: f (yo) = 
S'(xo) 
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Funktion l. Ableitung 2. (und k-te) Ableitung 


Ableitung 
spezieller 
Funktionen 
Ö 064-1 


y-& 


j=ala>0,dz#l) 


y=ehxKle>V) 


y=log.x 
a>0,.daeli:> 


y=sinx 


V=COEX 


l | 
y=tanx = — -tan y"—=2-tanx(l-+tan?x) 


Ä 2 % 
y=arcsınx z y MN 
x 
(1-x2).Vl-x? 
— 2X 
(1.457)? 


y=arccosx = — 


y=arclanx = —— — 


Mittelwertsatz 
der 
Differenzial- 
rechnung 

C, 064-2 


Wenn eine Funktion f ım Intervall [a, 5] 
stetig und ın (a, b) dıfferenzierbar ist, 
so gibt eseine Zahl Emita<Z<bund 


Geometrische Interpretation: 

Im Intervall (a; b) gibt es eine Stelle & 

mit der Eigenschaft: Die Tangente an f 

im Punkt P(&; f(&)) hat die gleiche Steigung 

wie die Sekante durch ?ı (a; f(a)) und 

P;(b; f(b)). 

Newton’sches Näherungsverfahren Regula falsi 

Falls x, eine erste Näherung für xo ist, Falls a und 5 Näherungswerte für xo sind, 
wobei f(a) <O und f(b) >O sind, so erhält 
man eine bessere Näherung mit 

/(a)-(b-a) 

TB) 


Näherungs- 
verfahren zur 
Berechnung 

von Nullstellen 


An+] | 


) n P ( An ) 1) 
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Anwendungen der Differenzialrechnung (Untersuchen von Funktionen) © 065-1 


Monotonie- Für eine auf einem Intervall / = Ja, b[ dıfferenzıerbare Funktion f gelten folgende hinrei- 
kriterien chende Bedingungen für strenge Monotonie: 

> Istf'(x) >O für allex € /, so ist fauf / streng monoton steigend. 

» Ist f(x) <O für allex € /, so ist fauf / streng monoton fallend. 


Für eine auf einem Intervall / = Ja, b[ differenzierbare Funktion f gelten folgende not- 
wendige und hinreichende Bedingungen für Monotonie: 

» fistauf/ genau dann monoton steigend, wenn f’(x) >O für allex € / ıst. 

» fistauf/ genau dann monoton fallend, wenn f’(x) <O fürallex € / ist. 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Lokale Extrema | Eine Funktion f hat in xo € Dein lokales Extremum, wenn für alle x auseiner Umgebung 
Uc D;von x gilt: f(x) < f(xo) (lokales Maximum) bzw. f(x) > f(xo) (lokales Minimum). 


Man nennt x, Extremstelle, /(xo) Extremwert und (xo; /(xo)) Extrempunkt. 
Beı Extrempunkten unterscheidet man Hochpunkte und Tiefpunkte. 


Hat eine an einer Stelle x, differenzierbare Funktion f an dieser Stelle ein lokales 
Extremum, so gilt f(x) =. 

Mit anderen Worten: Die Bedingung f’(xo) = 0 ist notwendig für das Vorhandensein eines 
lokalen Extremums. 


BE BEE! EEE ERREGER EEE EEE VEREEEEEEEEEEEEEEEN EEEEEEEEEEEEEEE EEEEEEEEEEEEEEEEE EEEEEEEEEEEEEEEEE -EEEEEEEEEEEEEEE: EEEEEEEEEEEEEEE VERREEEEEEEEEEEEEEN ERERCR . EREAER ni EEE. ——————n | 11 Dj 


‚ waagerechte Tangente: // 7. 


 Ifo)=0 


/ / waagerechte Tangente: 


# 
/ 


» Eine Funktion f hat bei x, ein lokales » Eine Funktion f hat beı x; ein lokales 
Maximum, wenn f’(xo) = 0 ist und die Minimum, wenn f’(x,) = ist und die 
Ableitung an der Stelle x, das Vorzei- Ableitung an der Stelle x, das Vorzei- 
chen von + nach — wechselt. chen von — nach + wechselt. 

> Eine zweimal differenzierbare Funk- » Eine zweimal differenzierbare Funk- 
tion f hat bei xo ein lokales Maximum, tion f hat bei xı ein lokales Minimum. 
wenn f(xo)=0undf”"(xo) <O gilt. wenn f'(xı)=0Ound f"(xı) >Osilt. 


Eine Funktion f hat ın x, € Dr ein globales Extremum, wenn für alle x € D; gilt: 
f(x) < f(xo) (globales Maximum) bzw. f(x) > /(xo) (globales Minimum). 


Es seı feıne Funktion, dıe auf einem abgeschlossenen Intervall / definiert ıst und an der 
Stelle xo € /eın globales Extremum annımmt. Dann ist xo entweder ein Randpunkt von /, 
oder x, ıst eine lokale Extremstelle von /. 


Man findet demnach die globalen Extremwerte von f im Intervall [a; 5b] durch Vergleich der 
lokalen Extremwerte mit den Funktionswerten in den Randpunkten a und 5. 
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Krümmungs- Aus den Werten der zweiten Ableitung können Schlüsse auf das Krümmungsverhalten des 
verhalten Funktionsgraphen von f gezogen werden. 
Für eine im Intervall / zweimal differenzierbare Funktion f gilt: 


» Der Graph von fist in / rechtsgekrümmt (konkav) & f"(x)<0 fürxe/ 
» Der Graph von /ist in / linksgekrümmt (konvex) & f"(x)>0Ofürxe/ 


Wendestellen Eine Stelle x, € D- heißt Wendestelle der Funktion / genau dann, wenn der Graph G, von f 
an der Stelle xo sein Krümmunsgsverhalten ändert. 
Der Punkt (x0; f(xo)) heißt dann Wendepunkt des Graphen von f. 


y 


X, Ist Wendestelle 
von f: f'@,)= 0; 
"wechselt das 
Vorzeichen von „—“ 
nach „+“. 


>? 
waagerechte Tangente im 
Terrassenpunkt @,; f(x,)) 


X, / Wendestelle von f: 


f@)- 0; f’a,)=0; ff") 0 


x, ist Wendestelle von f: 
J'wa,)= 0; f" wechselt das 
Vorzeichen von ‚„+" nach „-“. 


E" 


Hat eine ın xo differenzierbare Funktion fan dieser Stelle einen Wendepunkt, so gilt 
f(x) =0.(f"(xo) = 0 ist notwendig für das Vorhandensein eines Wendepunktes in xo). 


Hinreichende Bedingungen für Wendestellen: 

> Eine Funktion f hat bei x, eine Wendestelle, wenn f"(xo) = ist und die zweite Ableitung 
an der Stelle x, das Vorzeichen wechselt. 

>» Eine Funktion f hat bei xo eine Wendestelle, wenn f”(xo) =D und f” (xy) Zst. 


Die Gleichung der zu einem Wendepunkt (xo; /(xo)) einer Funktion f gehörigen Wende- 
|tangente lautet: y—f(xo) =f'(xo) (X —xo) 


Interpolation durch Polynome; Splines © 066-1 


Die Grundaufgabe der Polynominterpolation besteht darın, isolierte Punkte (z.B. aus einer Messreihe) durch 
eine möglichst glatte Kurve zu verbinden, die einem vermuteten oder gewünschten Verlauf möglichst nahe 
kommt und abschnittsweise durch Polynomfunktionen beschreibbar ıst. 


Eine auf einem Intervall zweimal differenzierbare Kurve, die abschnittsweise aus Polynomfunktionen 3. Gra- 
des zusammengesetzt ist, bezeichnet man als (kubischen) Spline. 

Erläuterung des Prinzips der Interpolation mithilfe eines kubischen Splines: 

Gegeben sind 3 Punkte Pu; a) 1»... 

Die Punkte P|.,P> und ?P3z sollen durch ei Polynom y=f(x) = 1X +MXx- +a1x-+ au, die Punkte P;, Pı und 
P; durch ein Polynom y= g(x) =b3x° + bax? +b}x+ bu verbunden werden. Im Punkt ?; müssen außer den 
beiden Polynomfunktionen selbst auch ihre ersten beiden Ableitungen denselben Funktionswert haben. Das 
liefert ein lineares Gleichungssystem mit 8 Gleichungen für die 8 zu bestimmenden Koeffizienten der beiden 
Polynome: »;, =f(&;) füri=1,2, 3; » =2&x,)für i= 3,4, 5 f(s)serls3)f" (a) =r8'(%3). 


Integralrechnung 


Stammfunktion 


Unbestimmtes 
Integral 


Bestimmtes 
Integral 
C, 067-1 


Kriterien für 
Integrierbarkeit 


Integralfunktion 


Hauptsatz der 
Difterenzial- 
und Integral- 
rechnung 


Allgemeine 
Integrations- 
formel 


Eigenschaften 
des bestimmten 
Integrals 


Anwendungen der Differenzialrechnung | Integralrechnung 67 


Eine Funktion Fheißt Stammfunktion von f genau dann, wenn Fund f ın einem Intervall / 
definiert sind, wenn Fin / differenzierbar ist und wenn gilt: 
F(x)=f(x)fürallexeI. 


Ist Feine Stammfunktion von /, so ist jede beliebige Stammfunktion G von / von der Form 
G(x) = F(x) + cmiteiner KonstantenceR. 


Das unbestimmte Integral der Funktion f ist die Menge aller Stammfunktionen von f(x). 
Es gilt |f(x)dx=F(x)+c (cER). 


Das bestimmte Integral einer differenzierbaren Funktion f auf dem abgeschlossenen Inter- 


b 
vall[a; b] ist eine mit |, f(x) dx bezeichnete reelle Zahl. 

Diese Zahl ist die Summe der positiv oder negativ gezählten Maßzahlen der von dem 
Funktionsgraphen von f und der x-Achse über dem Intervall [a, 5] eingeschlossenen 
Flächenstücke. Dabeı werden Flächenstücke, dıe oberhalb der x-Achse liegen, positiv 
gezählt, Flächenstücke, die unterhalb der x-Achse liegen, negativ. 


Die Zahlen a und 5 heißen Integrationsgrenzen: Die Zahl a heißt untere Grenze, dıe Zahl 5 
heißt obere Grenze. Die Funktion f heißt Integrand. 


Eine Funktion f heißt integrierbar auf dem Intervall [a, 5], wenn das bestimmte Integral der 
Funktion fauf dem Intervall [a, b] existiert. 


» Jede ın einem Intervall [a, 5] monotone Funktion / ist auf [a, 5] integrierbar. 
» Jede ın einem Intervall [a, 5] 7 stetige Funktion / ıst auf [a, 5b] integrierbar. 


Anmerkung: 
Aus dem erstgenannten Kriterium ergibt sıch z. B. die Integrierbarkeit einer stück weise 
konstanten Funktion (,„Treppenfunktion“) ın der Umgebung einer Sprunsstelle. 


Für eine auf einem offenen ee Iıntegrierbare Funktion / und beliebiges a € /heißt 


die Funktion Fmit F(x) | f(t) dt eine Integralfunktion von f. 


Ist Feine Integralfunktion einer stetigen Funktion f, dann ıst Fdifferenzierbar, und es gılt 


F(x)=f(x). 


Mit anderen Worten: Jede Integralfunktion einer stetigen Funktion f ıst eine Stammfunk- 


tion von f. 


Ist feine ım Intervall /= [a, 5b] stetige Funktion und Firgendeine Stammfunktion von f, so 


h 
gilt: | (x)dx=F(b) - F(a) 


Es seien f und g auf / = [a, b] integrierbare Funktionen. Dann gilt: 


b a a 

I) dx=-— I) dx II) is=0 

, 

Flxjdx= Ir S(x)dx+ f(x)dx (a,b, ceR;cel[a, b]) (Additivität des Integrals) 
f(x) <g(x) füralexe/> [ I(x)d*< (2) dx (Monotonie des Integrals) 


b 
[k-f(x)dx=k: INS dx (kER) 
a (Linearität des Integrals) 


b b 
u) )+g(x))dx = Ira )dx+ [g(x)dx 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
= 
= 
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Integrations- 
regeln 
© 068-1 


Uneigentliche 
Integrale 
®& 068-2 


Näherungsweise 
Berechnung von 
Integralen 


> Für einen konstanten Faktor gilt: |k-f 2 _ —k-|[f(x) 
> Für eine Summe/Differenz rn J f(x) £ge(x)]dx= [f(x + [g(x 


> Substitutionsregel: |f[p(t)|- E (t)dt = f ori )dx mitx=o(r) und Pi = Fr di 
> Partielle Integration eher gration): r vdx=uv- |vwdx 


(1) Der Integrationsbereich ist nach mindestens einer Seite nıcht beschränkt: 
Ist feine auf jedem Teilintervall von [a, 00) bzw. von (—x, b] bzw. von R integrierbare 
Funktion, so ne Sn 


[9 ar= Jim [dan | IWar= lim Iwan T AWar- | Iwar+ [Iwan 


(2) Der Integrand ıst an der unteren oder oberen Grenze nicht beschränkt: 
Ist feine auf (a, b] bzw. auf [a, b) integrierbare Funktion, und gilt f(x) — Ex fürx- a, 
x>abzw. f(x 7 — too fürx—b,x<b,so definiert man: 


b ! 
ne da = tim [fa bzw. I) dx = lim | f(x) dx 
> ! ” ı<b * 


Die in (1) und (2) definierten Integrale heißen uneigentliche Integrale. Die auftretenden 
Grenzwerte können existieren oder nıcht existieren. Das betreffende uneigentliche Integral 
existiert, falls der entsprechende Grenzwert existiert. 


Trapezverfahren 


DD " 
Mitd= u “© erhält man für den 


FREE NERE A folgende Näherung: 
AR 3 U kr) +f&r)): d bzw. 


5 (x x Nn— | 
a [pa (EHE Fre) a 


Simpson’sche Regel 

Das Integrationsintervall [xo, x,„] wird in eine 
gerade Anzahl gleich breiter Teilintervalle zerlegt. 
Über jedem Intervall [x> x. xx + >] bestehend 
aus zwei benachbarten Teilintervallen — wird die 
Fläche unter dem Graphen von f durch die Fläche 
unter dem Parabelbogen durch die drei Punkte 
(X2x 35 (X2r)) Rar+ı5/&X2r+ı)) und 

(X2x +25 /(X2x+2)) angenähert. 

Die Genauigkeit ist bei gleich vielen Stützpunkten 1. A. größer als beim Trapezverfahren. 


Mid" 


— B% 
ui n gerade, gilt: 


a= Ir N) HI) +2) HT) 


+f(&2))+4 Va) HF) + +fn-1))] 
Kepler’sche (Fass-)Regel 


Die Kepler’sche Regel ist der Spezialfall der 
Simpson ’schen Regel fürn = 2. 


Mid? gilt: 


d= [ f(x)dxz 2. )+4. fa) +fR)] 
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Grundintegrale | [a-dx=ax+c (aeR) < 
und weitere D) 
spezielle [xdx=0,5-.x°+c > 
Integrale ya+l Er u (D 
ne en EN 5 ER, falls n> 0 
© 069-1 #iı=, te mit seZ,a—L und en x #0 fallsn<0 2 
> 
dx . Inx+c falls x>0O N 
+15. 95 z - 
x dv= In |x|+e Pre falls x<0O < 
gl 
de= +c mit re®,r#-l,xeR und x>0 


r+l1 


I z 
Ja dx= a +c=a' loguetc mit aeR,a>0,aZ1l und xeR 


jerdc=e+e (xeR) 


Bkrdd=-:2hh)-i+e (#>0) 


[einxda-r (2) +c (x>0) 


1x 1 % 
er 5 0 
37% „are tan +c (a#0) 
dx | 
—— In -C 
er a ER ir 


[sinxdx=-cosx+c (xeR) 


[cos xdx=sinx+c (xeR) 


J 


A 


=tanx+c mit x#(2k+1)=, keZ 


I) 


cos? x 


[tan xdx=—-In|cosx|+c mit xZ(2k+1)-<, wobei keZ 


SIEZ 


feotxdx=In|sinx|+e mit xZ#k-n, wobei keZ 


d u 
J - =aresin +, wenn |x|<|a|l; a#0 
2 a 
we (ax +5)" 
ET 
J(ax+b)" dx nn + ar) 


Mittelwertsatz |Wenn eine Funktion f(x) ım Intervall [a, | stetig ist, 
der Integral- so gibt es wenigstens eineZahlEmita<E&<o5, 
rechnung für die gilt: 

b 

[fax 

—.-/8 bzw. Ir dx=f(&)-(b-a) 


C 069-2 


a 
Geometrische Interpretation: 

Im Intervall (a; b) gibt es eine Stelle Z, sodass 

das Rechteck mit den Seitenlängen / () und 

(b-a) den gleichen Flächeninhalt besitzt wie die 

Fläche unter dem Graphen von / ın den Grenzen a und D. 
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Bogenlänge ebener Kurven (71 S.29) © 070-1 


Bogenlänge | Eine ebene Kurve g: [a,b] — R°, 1 (x(t); y(t)) mit differenzierbaren Funktionen x und y hat 


einer Para- . h - - 
meterkurve |die Bogenlänge s= | / [x (t)] + (d)] de. 


Bogenlänge | Der zu a <x<bgehörige Abschnitt des Graphen einer differenzierbaren Funktion f hat die 


eines Funk- ö b r 
tionsgraphen | Bogenlänge s = J vırlfal da. 


Flächeninhaltsberechnung und Volumenberechnung durch Integration © 070-2 


Fläche ober- 
halb bzw. 
unterhalb 


der x-Achse 


Fläche ober- | 4 Achtung: Zuerst Nullstellen bestimmen. 
halb und 
unterhalb 


X] x b 
A=Aı +A2 + As = [f(x)dx - [f(x)dx+ [f(a)dx 
der x-Achse a 2 


x2 


En A ‚des -Ars-A 
schen zwei b Ä ” 
= [u @) -AWldx, x = [ [Ax) A (a)]dx 


Graphen a 
falls fı > fs in [a, b] + [ Ui) -Ao)lax 


Volumen 
und Mantel- 
fläche von 
Rotatıons- 


Lässt man den Graphen einer Funktion f um die x-Achse bzw. um die y-Achse 
rotieren, so entsteht ein Rotationskörper. Für sein Volumen und seine Mantelfläche gilt 


beı Rotation um die x-Achse: beı Rotation um die y-Achse: 


körpen |v,=x [fol dx (m <a) v,=n | kel)ldy, (ı<)) 
M,=2x2 |) ı + Pa) ax M,=2x | sb) 1+[e’)dy 


Dabei ist gdie Umkehrfunktion von f. 


Flächen- und Volumenberechnung | Wachstumsprozesse | Potenzreihen /1 \V 


Wachstumsprozesse und Differenzialgleichungen © 071-1 


Wachstumsfaktor b. 

Absoluter Zuwachs bzw. absolute Abnahme hängen 
von der vorhandenen Menge N, ab. 

Der Rekursionsformel N,;+1= N; : b 

entspricht die Beschreibung mit Differenzialgleichungen: 
Die Änderungsrate f’(x) der Wachstumsfunktion fist zu f(x) proportional (unabhängig 
vonx) f(x)=A-f(x) mitAZ0. 

Die Lösung dieser Differenzialgleichung zur Anfangsbedingung f(0) = aist f(x) =a-e*. 
Für A > O liegt exponentielles Wachstum vor, für A < 0 exponentieller Zerfall. 


| Ss 
Exponentielles |Die wachsende (zerfallende) Größe erhöht (vermin- N(t)4 , Wachstum (h>]) —i 
Wachstum dert) sich in gleichen Zeitspannen jeweils mit dem N>0 = 
.n . he 1! 0 (D 
gleichen Wachstumsfaktor b. Die Veränderung ist zu \ N(d=N,-b' = 
jedem Zeitpunkt proportional zum vorhandenen Be- Ar 
a n IN. = 45- : r . | + 
stand. Der Proportionalitätsfaktor ıst der Zerfall (0<b<1) = 


Logistisches Bei zahlreichen Wachstumsprozessen ist unbegrenz- Nr) 
Wachstum tes Wachstum nicht möglich, z.B. bei Populations- 
entwicklungen. Es gibt dann eine obere Schranke ? 
für die Wachstumsfolge No; N1; N3> .... 

Wenn die Differenz (P - N,) klein wird, so wird 

auch der absolute Zuwachs kleın. Er ist zum Produkt 
von (P - N,) und der vorhandenen Menge N, pro- 
portional. 

Rekursionsformel: N, +7 =N, +qg:N,-(P-N,). 


"GT —— 7 
N.;+(P=-N.)e*" 


Beschreibung mit Differenzialgleichungen: 

Die Anderungsrate f’(x) ist zum Produkt von f(x) und (? — f(x)) proportional: 

f(&)=A-fi)- (Pfr); R> 0 

Die Lösung dieser Differenzialgleichung zur Anfangsbedingung f(0) =a< Pist 
a-P 

= a+(P-a). er 


Beschränktes Wachstum liegt vor, wenn es einen möglichen Höchststand des Bestandes 
(die Kapazität X) gibt und die Änderung des Bestandes pro Zeiteinheit proportionalzum 
Sättigungsmanko S(/)=K — N, ist (im Unterschied zum logistischen Wachstum also nicht 
zum Produkt S(?) - N, proportional): Rekursionsformel: N4ı =N;,+qg'(K-N,) 


Beschränktes 
Wachstum 


Beschreibung mit Differenzialgleichungen: 

Die Änderungsrate f’ (x) ist zum Sättigungsmanko proportional: 
F(x)=A-(K-fa));A>0 

Die Lösung zur Anfangsbedingung f(0)=a<Kistf(x)=K-(K-a)-e“*. 


Potenzreihenentwicklung spezieller Funktionen © 071-1 


Die Entwicklung einer Funktion in eine Potenzreihe der Form ) ax (x — x)” mita, €ER,x,xo € R ist für 
numerische Berechnungen häufig von Vorteil. er 

Die Exponentialfunktion f(x) =e” und die Funktionen sin und cos können als Potenzreihen dargestellt 
werden, die für jedes x € R konvergent sind. Es gilt: 


“x x..» © x" 
ltr gtgtrgtrat om 

u u, Bu: ne Ik+l 
; X X X X | EX 

Ze Te a —| 

nr terre ll) ren 

2 x yo x 8 n y2k 
osx=1- I ee Fl 
Te Tr T U on 
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Vektorrechnung und analytische Geometrie 


Vektoren 


Definition 
eines 
Vektors 


Eine Klasse paralleler Pfeile mit gleicher Länge und gleicher Orientierung heißt Vektor. 
Die Länge eines Repräsentanten des Vektors a bezeichnet man als Betrag des Vektors und 
schreibt: |@|. 
Als Nullvektor 0 bezeichnet man einen Vektor mıt dem Betrag 0:0 = AA=BB... 
Zwei Vektoren a#0 und b #0 sınd gleich genau dann, wenn gilt: 
äl|b (Parallelität), 
aT? b (gleiche Orientierung) und 
|ä| = | b| (gleiche Länge). 


Beschreibung 
von Vektoren 
durch 
Koordinaten 
C, 072-1 


Koordinaten eines Vektors in einer Ebene Koordinaten eines Vektors im Raum 
a a 
d= PO mit P(xr; yr) und O(xo; yo): äd= PO mit P(xp; yr;zp) und O(xo; yo; 20): 
ä=PO= = ; fer 
yo=)yP Yyo)yP 
zo Träp 


P(X p}3y p}Zp) 


Xp X 


Ortsvektor 


Vektoren in i= OE, ,j = OB; bzw. i= OE\,j = OE,,k = OE; sind die in einem Koordinatensystem 


ee paarweise senkrecht aufeinander stehenden Einheitsvektoren der Länge 1 (7 Basis, S. 81). 
arstellung oo Er 

Komponentendarstellung in einer Ebene Komponentendarstellung im Raum 
» Ortsvektor p eines Punktes P(xp; yp): » Ortsvektor p eines Punktes P(xp; yp; zp): 

OP=5=xpitypj OP =xpitypj+tzpk 

_ u um a 

» Vektora=P;,P, » Vektora=P;,P5 

mit P| (x1;yı) und P>(x>; y2): mit P (Kr; )n: 2) und P>(x2; y2; 22): 

en ; Br u at gr: > = 

PıPR=(x—-xı)i+(ya—-yı)j oder PPR=(»-xı)it(pa-Yyı)J+ 22 -2zı)Kk 

P P; -d=a,i+aj gegebenenfalls auch 

“ “ z u > nr it 
*]| PP =d=a,itra,jta,k 
R > 
YpJ 
u x 
BP Me 
A, 
B 2. ’ 
J d 


Vektoren | Rechnen mit Vektoren | Lineare Abhängigkeit 73 


Länge (Betrag) eines Vektors © 073-1 


ın der Ebene 


Addition und 
Subtraktion von 
Vektoren 


Multiplikation 
eines Vektors 
mit einer reellen 
Zahl 


> Länge des Vektors dmitä= 6 » Länge des Vektors PO: 


Df | 2 2 
äl=,/a2+a2 = /(Xo-xr) +Wyo-yP) 


.. Fa: 
» Länge des Vektors PO: 


2 > p. 
(Xo-Xr) +We-Vr) +(zo-2p) 


dx‘ Fb; a; E55 
Fürä=|a, | und 5=|b, | gilt ä+b= | a, a In 

d; | 
Rechengesetze: 
dto=d, 0- 
ä+b=b+ä 

Rechengesetze: 

Für a= | a, | undreRgiltra= | r la=3; 0:a=0; rö= 5; 
ral=|r|\ä 
Fürb=räsiltb ta. fallsr > 0; b1la, fallsr <O. 
(Die Schreibweise 4 1 | 5 bedeutet, dass die Vektoren d und D entgegengesetzte Orientierung 


haben.) 


Lineare Abhängigkeit und lineare Unabhängigkeit © 073-2 


Linear- 
kombination 


Lineare 
Unabhängigkeit 


Kollinearität 


Komplanarität 


Jeder Vektor b, der sich als Summe } = nd+tnb+rd+t...+rd,mtreR 
darstellen lässt, heißt Linearkombinatıon der Vektoren 4, ,%,43,...,d,. 


Die Vektoren dı,d,d3,..., d, heißen genau dann linear unabhängig, wenn die Gleichung 
nd+nb+rG+..+n,d,=onurfürn =sn=r=...=r,=0erfüllt ist. 
Andernfalls heißen sie linear abhängig. 

Insbesondere sind Vektoren 4, &, ..., d, stets linear abhängig, wenn einer von ihnen der 
Nullvektor ist. 


Je drei Vektoren der Ebene R* sind stets linear abhängig. 
Je vier Vektoren des Raumes R° sind stets linear abhängig. 
(siehe auch A Basıs eines A Vektorraums, S. 81) 


Sind zwei Vektoren d# Oundb Fe Ö linear abhängig, so gilt 4= rbmitreR,das heißt, einer 
der beiden Vektoren ıst ein Vielfaches des anderen. 
Die Vektoren gund b heißen dann kollinear. 


Sind drei Vektoren a 7 0,5 = Oundd = Ö linear abhängi g, so gilt (evtl. nach geeigneter 
Umbenennung) d = rb+ sc mit r,sER. Die Vektoren a, b und (heißen dann komplanar. 
Repräsentanten dreier komplanarer Vektoren können ın eine Ebene gelegt werden. 

Zweı vom Nullvektor verschiedene, nıcht-kollineare Vektoren des Raumes sind stets kom- 


planar; sıe spannen eine Ebene auf. (A Ebenendarstellungen, S. 76) 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 
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Multiplikation von Vektoren © 074-1 


Skalarprodukt 
von Vektoren 


Vektorprodukt 
C 074-1 


Spatprodukt 


von Vektoren 
(gemischtes 
Produkt) 


= h 
adab=ab + bb, + b für da= | m | und b= | 45 
Br cz bz 
a-bist eine reelle Zahl. 
Eigenschaften: ?=d-ä=|jä>0; |jäl=vä-ä: d-b=b-ä 
(ä+b)-2=d-C+b-6; r(d-b)=(rä)-b=ä(rb) 


Winkel zwischen zwei Vektoren: 
Schließen die Vektoren #0und b#0 den Winkel = (d,b) ein, so gilt: 


— Be 1:5 
d-b=\ä||b|-cos® oder cosp= = 
alld| 


Es gilt: ä-b > O genau dann, wenn #5; b#5und0<x(ä,b) <%W°, 
d-b < O genau dann, wenn d#0;b #0 und 90° < X (d, 5b) < 180°, 
d-b=0 genau dann, wenn d=0 oder wenn b = oder wenn 


ä£5b#Zöundp=9%0°(d.h.ä lb). 


u chb3 — a3b> Ad] bj 
axb=| 3b -ab; | füra= | m | und = | 5 
aba — anbı a3 b; 


ix bistein Vektor. 


Eigenschäften! AdxXa=9 aX9=0Xd=G (rd xb=äx(rb)=r(äxb); 
iäxb=-bxä: äx(b+d -(däxb)+(äx 2): 
(ä+b)x2=(däxd)+(bx od) 


Winkel zwischen Vektoren, Flächeninhalte: 
Schließen die Vektoren &#dund b#0 den Winkel = & (d; b) ein, so gilt: 
äxbl=|ällb|sin p. 

Der Vektor äx bistzudundzu 5 orthogonal. 
i,b,äx b bilden in der angegebenen Reihenfolge 
ein Rechtssystem. 

14x b| ist der Flächeninhalt des von und 5 
aufgespannten Parallelogramms. 

Der Flächeninhalt des von und auf gespannten 


BR: 
Dreiecks ist Z |@ x b|. 
Fürd#dundb#£ögiltäxb=3, falls ä||b. 


, chb3 — a3b 
x b)+-Cc- abı —ayıb; 
dj m-abı 


(äx b) Cist eine reelle Zahl. 


Das Spatprodukt (a x b) -cist dem Betrag 
nach das Volumen des von a,bundc 
aufgespannten Spats: 


Multiplikation von Vektoren | Geradendarstellungen /5 


Mittelpunkt einer Strecke; Schwerpunkt eines Dreiecks 


Mittelpunkt — „7 |] > 
Für den Mittelpunkt M einer Strecke AB gilt: OM = 2° (OA + OB) 


einer Strecke 
Dabeı sind OA und OB die Ortsvektoren der Streckenendpunkte. 


Schwerpunkt 


Fürden Schwerpunkt S eines Direiscks ABc nie DI. (Od + re 
nestrerehr ür den Schwerpunkt S eines Dreiecks gilt: | 4-+ 4: ) 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
= 
= 


Dabeı sınd OA, OB und OC die Ortsvektoren der Eckpunkte des Dreiecks. 


Vektorielle Geradendarstellungen © 075-1 

(7 Koordinatengleichungen von Geraden in der Ebene; S. 21) 
xX=pP+t-amitteR; df£o 
Sınd die Koordinaten eines Ortsvektors 5 = 7; 
und eines Richtungsvektors a gegeben, so gilt: 
in einer Ebene: im Raum: 


X Pı a “ m 
= +t- -Im]|+t- 
2 


P3 


Zweı-Punkte- Gleichung der Geraden durch die Punkte Pund ©: 
Gleichung in einer Ebene für /(pı; p>2) und O(gı; 9>): 


IIEN vr 
y) p2 9—P2 


im Raum für P(p1; p>; p3) und O(g1; 933 93): 
x Pı u 
yI=-Imr|+tiE|R-Pp ER) 
zZ P3 43 = P3 


Normalenform |Eıine Gerade g in einer Ebene ist durch einen 
C 075-1 Normalenvektor (d.h. einen zu g orthogonalen 


Vektor)n = ( und einen Punkt P(pı:p-) € g 
2. 
(mit dem Ortsvektor p) eindeutig festgelegt. 


Gleichung in Normalenform: 
(X —p) -n—=0 bzw. MX MX — (nıPpı T N>D>) — 


Jeder Punkt X(x;x>) € g mit dem Ortsvektor x = OP erfüllt diese Gleichung. 


Hesse’sche Normalenform: 


+ —_’ — ' .— . . + + n —+ 
(X 5) 7° = 0, wobei n" der Normaleneinheitsvektor zu 7 ist: 7 = Ei Al=1. 
| n 


Durch Ausmultiplizieren erhält man aus der Hesse’- y 
schen Normalenform eine Koordinatengleichung der 
Formx-cosp+y-sn @-d=V0. 

Dabei ist d die Länge des Lotes von O auf g (also der 
Abstand der Geraden g vom Ursprung O) und @ der 
Winkel zwischen dem positiven Teil der x-Achse und 
dem Lot. 
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Lagebeziehungen zwischen Geraden © 076-1 © 076-1 


(siehe auch: A Lineare Funktionen; S. 21) 


Zwei Geraden 
ın einer Ebene 


Zwei Geraden 


ım Raum 


Fürg:X=p+rä(reR;dfo) 
undh:x=d+sb (seR;b #0) gilt: 

g||h genaudann, wennb=rä (r£0), 
g=h genau dann, wenn b=rä (r£0) 


_- 


undeseinseR gibt, sodassp=g+ sb, 


geh genaudann, wennd:-b=0. 


Schnittpunkt $S mit s = # | + ( 
- 


EU 


Pehz»g,h Peh>gh P+ıuU=g+uv P+AuU=g+uv 

identisch echt parallel hat eine Lösung; es gibt nicht lösbar: 
genau einen Schnitt- g, h windschief, 
punkt S kein Schnittpunkt 


Ebenendarstellungen © 076-2 © 076-2 


Punkt-Rich- 


tungs-Gleichung 


Drei-Punkte- 


Gleichung 


Allgemeine 
Form 


Normalenform 


E:x=p-+rd+s b: r,s €eR sind Parameter; Pe Eist ein Punkt mit dem Ortsvektor p; die 
Vektoren äund D sind linear unabhängige Richtungsvektoren der Ebene E. 
E:Xx=P-+r(d-P)+s(f-P); r,seR sind Parameter: 
P, O, R sind drei nicht kollineare Punkte mit den Ortsvektoren 9, 9, r. 
E: ax +by+cz=dmita,b,c, deRund« +b’+ e+0. 
Die Koeffizienten a, b und c sind die Koordinaten eines Normalenvektors von X. 
Ist ? ein beliebiger Punkt der Ebene E und z; ein Normalenvektor von E (d.h. einzuE 
senkrechter Vektor), dann erfüllt jeder Punkt X der Ebene die Gleichung: 
E:ng-(X-P)=0 (Normalenform in Vektordarstellung) 

nı x \ pi‘ 

m |, X=| » | undp= | m» | ergibt 

N3 X3, P3 
sich durch Ausmultiplizieren eine Ebenengleichung 
ın allgemeiner (Koordinaten-)Form: 
E: nm + mo +1 +c=0 Sınd z und v nıcht kollineare 


5 a Richtungsvektoren von E, kann 
(Dabei ist e=—(nz pP) = —nıpı - mp2 —N3p3.) z.B. Ag = u x V gewählt werden. 


E: n° (X — pP) =0 miteinem Normaleneinheitsvektor 7° von E heißt 
Hesse’sche Normalenform der Ebenengleichung. 


Ebenendarstellung |Lagebeziehungen // 


Lagebeziehungen © 077-1 


Gerade g— 


un #0 
> Schnittpunkt! 
PeE PeE Schnittwinkel @: 
(Punktprobe) (Punktprobe) | - 
INP=G-—-S 
> gllE m 17 


7, || rn, und O e E oder N, || R, und O& E oder N, A, nicht kollinear 
P e F (Punktprobe) P € F (Punktprobe) > FE, F haben 
> E und F sind identisch >E,F sind echt parallel eine Schnittgerade 


Schnittwinkel © 077-2 


Winkel 
zwischen zwei 
Geraden 


Für den Schnittwinkel @ zweier einander schneidender 
Geraden g und A mit den Richtungsvektoren ü, bzw. ı, gilt: 


cosp= Üg Ü 


Ar 


Winkel @ Ist ii, ein Richtungsvektor der Geraden und nein 
(0° <@o<90°) |Normalenvektor der Ebene, so silt: 
zwischen Gerade In Di, | 


und Ebene sn pP = ji. | 


Winkel 'Ist 7, ein Normalenvektor der einen und 7; ein 


(0° <o<90°) |Normalenvektor der anderen Ebene, so gilt: 
zwischen zwei 
Ebenen 


\V 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 
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Abstände © 078-1 


Abstand eines 
Punktes von 
einer Ebene 
C, 078-1 


Man erhält den Abstand d(P, E) eines Punktes /(p1; p>; p;) von der 
Ebene E, indem man den Ortsvektor p von Pin die 7 Hesse’sche 
Normalenform der Ebenengleichung einsetzt: 
d(P,E)=|n-(P-a)| 

Im allgemeinen Fall, also wenn r nicht notwendig ein 
Einheitsvektor ist, gilt: 

ap. 7 IE 


nl 


Mathematik Y = 


_ Inıpı +mpa +n3p3 +c! 
Vmtn+n 


Abstandeines |Man stellt zunächst die Gleichung einer Hilfsebene 7 auf, dıe 
Punktes Pvon senkrecht auf g steht und ? enthält: 

einer Geradenege | H: uıxı + 1m» + uax3 - (U-p) =. 

C 078-2 (Der Richtungsvektor du von g ist Normalenvektor von A.) 


Hite=—If-2) 


Der Schnittpunkt Zvon g und A ıst dann der Fußpunkt des 
Lotes von Paufg. 

Der Abstand d(P, g) des Punktes ?& g von der Geraden g ist die 
Länge der Strecke PF. 


Abstand zweier |Es seien g und h zwei zueinander windschiefe 

windschiefer Geraden. Ist A ırgendein Punkt auf g und B 

Geraden irgendein Punkt auf A, und ist nein Normalen- 

C 078-3 vektor sowohl von gals auch von , so gilt für 
den Abstand d(g, h) von g und I 


(Dabei sind @und b die Ortsvektoren von A bzw. B.) 
Sind u bzw. v Richtungsvektoren von 
g bzw. h, so kann na= uU x v gewählt werden. 


Abstand Der Abstand zweier paralleler Geraden 
paralleler g:X=ä+r-Qundh:X=b+s-Vistder 
Geraden Abstand eines beliebigen Punktes der Geraden 
C 078-4 g von h, also z.B. d(g, h) = d(A,h). 

(71 Abstand Punkt-Gerade) 


Abstand zwı- Der Abstand d(g, E) einer Geraden g von einer zu g parallelen Ebene # ıst der (z.B. mit der 
schen Gerade 7 Hesse’schen Normalenform von Eberechenbare) Abstand eınes beliebigen Punktes 
und paralleler |Aegvon E.(A Abstand Punkt-Ebene) 

Ebene 


Abstand paralle- 
ler Ebenen 


Der Abstand d(E, F) zweier paralleler Ebenen £ 


und F ist der (z.B. mit der A Hesse’schen 
Normalenform von Fberechenbare) Abstand eines 
beliebigen Punktes de Evon F 

(7 Abstand Punkt-Ebene) 


Kreis und Kugel © 079-1 © 079-1 


TE 7 7 


Vektorielle 
Gleichung 


Koordinaten- 
gleichung 


Parameter- 
gleichung 
(Polar- 
koordinaten) 


Gleichung einer 
Tangente bzw. 
Tangentialebene 


Lagebeziehung 
zweier Kreise 
bzw. Kugeln 


—ıt —ıs J 
(OPo — OM ) —F 
= Ze # 
mit OP, Ortsvektor eines Punktes ?9) des 


Kreises, OM Ortsvektor des Mittel- 
punktes M und r Radius des Kreises 
Spezialfall M (0; 0): 


u 
OPo 2 OP), —r? 


(x-0?+W-d =r 


mit M (c; d) und P(x;y) 
Spezialfall M(0; 0): 


e4per 


v0) 
sın @ 


mit —180° <gp< 180° 

(r, o) nennt man Polarkoordinaten (/7'S.31). 
im Punkt Po(xo; yo) 

MP): MP=1r? oder 

(X — Xm) (Xo — X) .. in) (Yo — —: 


Spezialfall M (0; 0): 
— 
OP,:OP=1r? oder 


x +yyw=r 


» kein Schnittpunkt für 

|IMıM2|>rı +2 oder | MıM> |< |rı —r;| 
» genau ein Schnittpunkt für 

|MıM> | =r, +3 oder | MıM} | = |rı — | 
» genau zwei Schnittpunkte für 

Ir —n | = |MıM;> | <rı+tn 
» identisch für |MıM> | =O undr, =n 


Abstände |Kreis und Kugel 79 


(UP ( OM ) —f 

= en a 
mit OPo Ortsvektor eines Punktes ?P) auf 
der Kugel, OM Ortsvektor des Mittel- 
punktes M und r Radius der Kugel 
Spezialfall M (0; 0; 0): 
—— | 
OP ie OP, — r 


(x-c)” +(y-dY +(z-e) =r 
mit M (c;d;e) und P(x;y;z) 
Spezialfall M (0;0;0): 
e4pP4+2=r 


cosACcoSsQ 

sınA cos 

sin @ 

mit -— 180° <A< 180°; - O0 << 90° 
(r,A,) nennt man Kugelkoordinaten. 


y en 
x=ÖOMHr 


ım Punkt P, (x; Yo; zo) 

MP,: MP=r oder 

(X Xm) (X — Km) + (Y— Ym)(Vo — Ym) 
+(z—-2,)(20 — Zm) = 7 

Spezialfall M (0; 0; 0): 

— 4 

OP,:OP=1 oder 


x typ tz =r? 


» kein Schnittpunkt für 

|MıM3|>rı +r2 oder |MıM> |< |rı —r; | 
» genau ein Schnittpunkt für 

|M\ı M> |=r, +r2 oder |MıM> | = |rı -r; | 
» Schnittkreis für 

Fr |< |MıM> | <rı tm 
> identisch für |MıM> | =Oundr, =n 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 
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Kegelschnitte © 080-1 


Mittel- bzw. 


Achsen- 
parallele 


F\.,F5 Brennpunkte 
2a Hauptachse 

2b Nebenachse 

e Lineare Exzentrizität 


Bezeichnungen 


Ortsdefinition 


AP|l+|RPl=2a>|FR]| 


Lineare 
Exzentrizität 


bei Mittelpunktslage: 
m ,IW_; 
2 
bei achsenparalleler Lage: 
(x) -c) 
72 

W=d)(yo -d) 
rg TA 
Gemeinsame 
Scheitel- 
gleichung die Gleichung: 
y =2px-(1-8e)x 


Allgemeine 
Form der Kegel- 
schnittgleichung 


AC - B’ <0 für eine Hyperbel) 


t 


Po &o: Yo) 


F\,F5 Brennpunkte 
2a Hauptachse 

2b Nebenachse 

e Lineare Exzentrizität 


F Brennpunkt 
/ Leitlinie 

2p Parameter 
5 Scheitelpunkt 


FP-BP|=2a<|AR 


bei Mittelpunktslage: 
XX0 yo u 


mu AUBR 2 B 


2 
bei achsenparalleler Lage: |bei achsenparalleler Lage: 
(Re) €) -d)(yo — d) = 
a? p((x-c)+(Xo-c)) 
_w-d)in-d)_, 
b? u 


bei Scheitelpunktslage: 


yyo=p(x+xo) 


Mit 2p (Länge der Sehne senkrecht zur Hauptachse durch einen Brennpunkt) und e= u 
(numerische Exzentrizität) gilt für Kegelschnitte ın Mittel- bzw. Scheitelpunktslage 


(0<e<1 füreine Ellipse, = 1 für eine Parabel, e > 1 für eine Hyperbel) 


AxX®+2Bxy+tCy 4+2Dx42Eyt F=0 
(AC — B? > Ofür eine Ellipse, AC — B° =0 für eine Parabel, 
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Lineare Algebra 


Begriff des Vektorraums 


Vektorraum Eine Menge V heißt Vektorraum über den reellen Zahlen, wenn für ıhre Elemente eine 
Addition „+“ und eine Skalar-Multiplikation „,-“ mit reellen Zahlen definiert ist und wenn 
die folgenden Bedingungen (V1) bis (V 10) erfüllt sind: 


Bedingungen für die Addition: 

(VI) ä+tbeVfürallä,beV (Abeeschlossenheit) 
(V2) (d+ b) +Cc=4d+ (b +) für alle @, b,ceV (Assoziativgesetz) 
(V3) Es gibt ein neutrales Element 0 € VmitÖ+ä=äfürallede V. 

(V4) Zujedemae V gibt es ein inverses Element —ae V mit -da+da= 0. 

(V5) ä+b=b+äfür alled, be V (Kommutativgesetz) 


Bedingungen für die Skalar- Multiplikation: 
Füraller,seRundalled,be V gelten dıe folgenden Gesetze: 


(V6) r-deV (Abgeschlossenheit) 
(VT) (r-s)-d=r-(s-ä) (Assoziativgesetz) 
(V8) (r+s)-d=r-d+s-d EL 

(V9) r-(ä+b)=r-ätr-b i (Distributivgesetze) 
(V10) 1-4=ä4 (neutrales Element) 


Die Bedingungen (V1) bis (V 10) nennt man Vektorraumaxiome. 


Die Elemente von V heißen Vektoren, dıe reellen Zahlen werden ın diesem Zusammenhang 
als Skalare bezeichnet. 


Basıs und 
Dimension 


Eine Menge {V1; 955 ...; v„+ (paarweise) linear unabhängiger Vektoren heißt Basis des 
Vektorraums V, wenn jeder beliebige Vektor ve Vals Linearkombination 

v=rn NnWw+... +1) 

dargestellt werden kann. 


Diese Darstellung ist für eine gegebene Basis eindeutig. 


Je zwei Basen eines Vektorraums enthalten stets gleich viele Elemente. Ist die Anzahl der 
Basiselemente gleich n, so heißt n dıe Dimension des Vektorraums V. 


Vektorraum R”; | Die Menge R” der n-Tupel (a}, a>, ..., a,) mit aı,....„a„eRundnenN bildet mit der ele- 

Ebene R’; mentweisen Addition und Skalar-Multiplikation einen n-dimensionalen Vektorraum. Die 

Raum R’ Ay 

Elemente dieses Vektorraums werden üblicherweise als Spaltenvektoren | : | geschrieben. 
Un 

Vektoraddition und die Skalarmultiplikation sehen dann so aus: 


Ay b} a) +b; day ra 
r|&|- ‚r|:|=]| : (reR) 
In) Da Au +5, } GE) ra, 
.. 1/1 Ü 
Die Standardbasis der Ebene R st! (0) ( ı N 
l ‘2 0 
Die Standardbasis des Raums R° ist 01.11]).10 
Ü Ü l 


Die Basisvektoren sind dabeı orthogonale Einheitsvektoren. 


\V 


s 
= 
D 
= 
= 
= 
= 
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Matrizen 


(m, n)-Matrix 


Zeilenvektoren 
und Spalten- 
vektoren 


Transponierte 
Matrix 


Quadratische 
Matrizen 


Symmetrische 
und schief- 
symmetrische 
Matrizen 


Inverse Matrix 


Eıne Matrix ıst ein System von m - n Zahlen, die aıı an 
in einem rechteckigen Schema von m Zeilen und A . 

n Spalten angeordnet wurden. MT | 
Das Paar (m, n) gıbt den Typ der Matrix an: di du 
m Zeilen und n Spalten. 


DB 42 


Für die Bezeichnung des allgemeinen Elements der Matrix wählt man oft: 
dy MitI—= 1,2,. .,MUüdKk = 1,2, .., B. 


Zwei Matrizen A,„,m, und B,„,.„), sind dann und nur dann gleich, wenn sie im Typ über- 


einstimmen und wenn alle entsprechenden Elemente gleich sınd, 
d.h. bi füri= l.: 3a undj = I. 2: 528 


Eine Matrix A,„,n, Kann als Zusammenschluss von m Zeilenvektoren a.) oder aber von 


n Spaltenvektoren a.) angesehen werden. 
Ein Spaltenvektor ist danach eine einspaltige Matrix vom Typ (m, 1) ein Zeilenvektor ist 
eine einzeilige Matrix vom Typ (1l,n). 


Die maxımale Anzahl paarweise linear unabhängiger Spaltenvektoren einer Matrix wird 
als ıhr Spaltenrang bezeichnet, die maxımale Anzahl paarweise linear unabhängiger Zeilen- 
vektoren einer Matrix wird als ıhr Zeilenrang bezeichnet. 

Da stets Zeilenrang = Spaltenrang gilt, spricht man kurz vom Rang der Matrix. 

Der Rang einer 7 quadratischen Matrix A vom Typ (n, n) ıst höchstens gleich n, und er ist 
kleiner als n genau dann, wenn det(A) =0 ıst (7 Determinanten; S. 83). 


Wenn in einer (m, n)-Matrix A die Zeilen mit den entsprechenden Spalten vertauscht wer- 
den, so entsteht eine Matrix A' vom Typ (n, m); die transponierte Matrix. 


Rechenreseln: (A')' =A (rA)' =rA' (A+B)!'=A'+B! 


In einer quadratischen Matrix ıst die Anzahl der dıı am 
Zeilen gleich der Anzahl der Spalten: m = n a1 An 
Die Elemente a} |, a», Q33, . . -, Gy bilden die u 
Hauptdiagonale; die Elemente aı,„, a2(n-1); dr de 
A3(n2)5 ++, dnı die Nebendiagonale. 


An, n) — 


Spezielle Formen quadratischer Matrizen sind: 
Diagonalmatrix Einheitsmatrix obere untere 
Dreiecksmatrix 
dı 0 .. 0° Zum \ dr de „. Gi a 0 
. Ad 0313 UND cm. 


Un] An? ::- Ayn 
Eine quadratische Matrix A(n, n) heißt symmetrisch, wenn A = AT gilt: 
Für ihre Elemente gilt: a; =a; mit i—= 1,2, 3,.:, Ra undk = 1,2, A. 


Eine quadratische Matrix A(n, n) heißt schiefsymmetrisch, wenn A=-A! silt: 
Für ihre Blementesgilt: a5; =-ag;miti=1,2,3, ...„rundk=1, 2,....,n. Insbesondere sind 
alle Elemente der Hauptdiagonalen null: a;=0 füri=1,2,3,..., n. 


Die Matrix A” ist inverse Matrix der quadratischen Matrix A,„, „, wenn gilt: 
A-A1=A!1-A=E. (7 Multiplikation von Matrizen) 
Eine ınverse Matrix von A,,, „) eXistiert, wenn det A, m # Dist. (71 Determinanten) 


Er . cl bi . —T_ | b»  )W 
Für Aa,n = (4 h) Bu ab-abı (2, aı ) 


Matrizen |Determinanten 83 


Rechnen mit Matrizen © 083-1 


Addition/ \Für (m, n)-Matrizen A und B vom gleichen Typ gilt: Rechenregeln: 
Subtraktion aıtbiı amHtbn ... AyEtbın A+B=B+A 
AB A tb anFtbn ... Antban (A+B)+C=A+(B+C) 


u an ED ... En =; IR A-A=0 


Multiplikation rd Fan 5 Tl‘ Rechenregeln: 
einer Matrix A| T@ı ran ... rap (r+s)A=rA+sA 
Ammmiteiner "|... 22 | r(A+B)=rA+rB 
reellen Zahl r Fimı Fin? --- Finn E (s A) — (rs) A 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
a2 
= 


Multiplikation |Die Multiplikation zweier Matrizen A und B ist möglich, wenn die Anzahl der Spalten von 
von Matrizen A gleich der Anzahl der Zeilen von B ist, wenn also A(„,m) und B,„, „ gilt. Die Ergebnisma- 

trıx C hat dıe Zeilenzahl von A und dıe Spaltenzahl von B. Ihre Elemente c;; werden durch 
das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B bestimmt: 


n 
Araın) "Big = Cm,g mit erde und BEER; ; el: 
—| 


En; J 
m Zeilen, n Spalten n Zeilen, q Spalten m Zeilen, q Spalten 
ad Ya1;b» e Daub;, 
dıı dı2 -... An bıı bı2 ... bi, ja jal =! 
Gm a2 an) Nbn band 


# fl Al 
amzbzn amzbir -. Damjbjg 
je ja ji 


Rechenregeln: (A+B) C=A-C+B- C r(A-B)=(rA) -B 

Achtung: Die Matrizenmultiplikation ist nıcht kommutativ, 1. Alle. ıstA -B#+B-A. 
„Matrix mal 
Vektor“ 


Als Spezialfall der Matrizenmulti- 
plıkation ergibt sıch: Eine Matrix 
Am, n) kann von links mit einem 
Zeilenvektor der Länge m und von 
rechts mit einem Spaltenvektor der 
Länge n multipliziert werden. Das 
Ergebnis ist jeweils ein Vektor. 


dıı d12 ... Alan 


(bi,....,dm) |... = (Eran nam 
el 1 


Ami Um? +». Amn ) 


fi | 
»_ayb; 
jel 


N j | 
I, Amjb; 
-- 


Begriff der Determinante 


Eine Determinante ist eine spezielle Funktion, die jeder quadratischen Matrix aı a2 -.. An 

A=A,,„ mitreellen Zahlen als Elemente eindeutig eine reelle Zahl zuordnet, 

so dass folgende Bedingungen selten: rt 

> detE=1(E = Einheitsmatrix) (int An2 ».. (nn 

» Wird eın Vielfaches einer Zeile (bzw. Spalte) zu einer anderen Zeile (bzw. Spalte) einer Matrix addiert, 
ändert dıes den Wert der Determinante nicht. 

» detB=r: det A, wenn die Matrix B aus der Matrix A durch Multiplikation einer Zeile bzw. einer Spalte 
mit der Zahl r entsteht. 

» det B=-.det A, wenn die Matrix B aus der Matrix A durch Vertauschen zweier Zeilen bzw. zweier Spalten 
entsteht. 


d d in A 
det A — 21 22 >n 


In der Schreibweise D” = det A wird die Ordnung n der Determinante angezeigt. 
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Berechnen von Determinanten © 084-1 


Entwicklung 
nach Unter- 
determinanten 


Determinanten 
2. Ordnung 


Die Unterdeterminante detA,; der (n, n)-Matrix A ist die Determinante der 
(n— 1,n-—- 1)-Matrix, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte aus der 
Matrix A erhält. Für jedesie {1,2,...,n} gilt folgende Formel: 


Entwicklung von det A nach der i-ten Zeile: det A=)_ (—1 j* a; detA;; 
j 


DER, a» an: Produkt der Elemente der Hauptdiagonale minus 


me 422 Produkt der Elemente der Nebendiagonale 


Determinanten 
3. Ordnung 


Regeln für das 
Rechnen mit 
Determinanten 


. a, daı2 dı3 

D°"= 91 an ax |=a1ı a2a33+ 1223 a3 + a13 a2 Q2— a13 A a3 — Ayı 3A — a2 a2ı Q33 
d3j] d32 433 

Für dreireihige (und nur für dreireihige) Determi- 


nanten können die Summanden mithilfe der Regel 
von Sarrus ermittelt werden: 


Berechnung mithilfe von Unterdeterminanten: 


aı ap a3 | | 
. u = | A| _ 41 Anz Eor: ıdln = mit 

“. a3] d33 Gb dp eterminanten 
nl he zweiter Ordnung 


» det(A-B)=detA -detB 
» ım Allgemeinen gilt: det (A+ B)ZdetA + detB 
» det(r-A)=r"-detA (reR,A ist (n X n)-Matrix) 


Lineare Abbildungen der Ebene © 084-1 


Definition 


Abbildungs- 


gleichungen, 
Abbildungs- 
matrix 


Rang einer 
linearen Abbil- 
dung 


Eine Abbildung f: R’*— R° heißt genau dann linear, wenn 
> füralleä, be R? gilt: f(ä+b) = f(ä) +f(b) (Additivität) und 
> fürallege R’undreRegilt: f(r-@)=r- f(ä) (Homogenität). 


a. 


Jede lineare Abbildung f: R’ — R° läs st sich durch eine Abbildungsmatrix beschreiben: 


I&) =& = aı an\ . | ı\_(% _ fa a2\ [X 
chi 42 X2 x dh) 42 2 


also: x, — A411 'Xı +A12 X und % = 49 "X 4m 


Dabei gilt: (2) 5) und (2) -/(h) 


Umgekehrt vermittelt jede (2, 2)-Matrix A durch R° — R’, X > A: Xeine lineare Abbil- 
dung der Ebene R° in sich. 


Als Rang einer linearen Abbildung bezeichnet man den Rang der zugehörigen Abbildungs- 
matrix A. 

Den Rang 0 hat nur die Nullabbildung R’ — R’, x > OfüralleXxe R°. 

Bei einer linearen Abbildung vom Rang 1 wird die ganze Ebene R“ auf eine Ursprungs- 
gerade abgebildet. 

Eine lineare Abbildung vom Rang 2 ist eine eineindeutige Abbildung der Ebene R° in sich. 
Die zugehörige Umkehrabbildung ist ebenfalls linear. Ihre Abbildungsmatrix ist die zu A 
A ınverse Matrix. 
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Eigenwerte, Eigenvektoren und Fixpunkte linearer Abbildungen © 085-1 


Eigenvektoren, |Gilt für einen Vektor xe R’,X Z Ö und eine (2,2)-Matrix A eine Gleichung der Form 
Eigenwerte A-x=AxmitiER, so heißt x ein Eigenvektor von A (bzw. ein Eigenvektor der zu A 
gehörigen linearen Abbildung) und A der zugehörige Eigenwert. 
Die Eigenwerte einer linearen Abbildung mit der Abbildungsmatrix A sınd dıe Lösungen 


der Gleichung det (A = 1 \)) —(, 


0 1 
Diese Gleichung ıst eine polynomiale Gleichung von höchstens zweitem Grad. 


u‘ 
Das Polynom det(A 1 01 


s 
a 
=> 
D 
= 
+ 
= 
= 


) ) heißt charakteristisches Polynom von A. 
Fixpunkte, Eıgenvektoren sınd Richtungsvektoren der Fixgeraden (= Geraden, die auf sıch selbst 
Fixgeraden abgebildet werden) einer linearen Abbildung. 

Eın Eigenvektor zum Eigenwert | ist Ortsvektor eines Fixpunktes der linearen Abbildung. 


Spezielle lineare Abbildungen 


Drehung Drehung um den Koordinatenursprung um |Für a #2krn(k € Z): O(0; 0) ıst der einzige 
den Winkel o: Fixpunkt; die Abbildung hat keine Eigen- 


x\  [cosa -sina\ [x vektoren. 
y \siına cosa y 


Spiegelung Spiegelung an der Ursprungsgeraden Für m #0: g ist Fixpunktgerade; alle zug 
g:y=mx(meR): parallelen Vektoren sınd Eigenvektoren zum 
x l l-m 2m X Eigenwert +1, allezu g orthogonalen Vektoren 
( } 1+m? ( 2m m-| .) sind Eigenvektoren zum Eigenwert -1. Die zu 
g orthogonalen Geraden sınd Fixgeraden. 


Zentrische Zentrische Streckung mit dem Koordina- |Für k& {0, 1}: 0(0; 0) ist der einzige Fixpunkt; 
Streckung tenursprung als Streckungszentrum und jeder Vektor X Z Qist Eigenvektor zum 
dem Streckungsfaktor k: Eigenwert k; alle Ursprungsgeraden sınd 


X k 0 & Fixgeraden. 
HEIHHEH 


Affine Abbildungen der Ebene C 085-1 


Definition Eine affıne Abbildung setzt sich zusammen aus einer linearen Abbildung und einer 
Verschiebung. 


Abbildungs- Jede affine Abbildung f: R’ — R° lässt sich durch eine Abbildungsmatrix und einen 
gleichungen Verschiebungsvektor beschreiben: 


sa =9 (9 a): 2, a = b =). )+( 
bi dm | \X ad) 42 AD Ä 


also: x = 41:-Xtap-m-+cı und x = 9] X +3: m +9 


Umgekehrt bestimmen eine (2,2)-Matrix A und ein Vektor Ce IR“ eine affine Abbildung 
der Ebene R° insich durchR— RU, X H > A -X +. 


Eigenschaften |» Geraden werden auf Geraden abgebildet. Parallelität bleibt erhalten. 
» Das Teilverhältnis dreier kollinearer Punkte bleibt erhalten. 
Eine affıne Abbildung ist genau dann umkehrbar, wenn die zugehörige Abbildungsmatrix 
invertierbar ist. 


|> Zentrische Streckung mit dem Streckungszentrum Z und dem Streckungsfaktor k 
» Verknüpfung von Drehungen, Spiegelungen, Streckungen, Verschiebungen und Projek- 
tionen, z.B. Schubspiegelung, Drehspiegelung, Drehstreckung 
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Lineare Gleichungssysteme 


LGSın 
Matrizen- 
schreibweıse 


Elementare 
Zeilenum- 
formungen 


Cramer’sche 
Regel 
© 086-1 


Gauß’sches 
Elıiminations- 
verfahren 


Lösungsmenge: Z = 1(0; 1; —2)} ci (57- u: ) 


Eın lineares Gleichungssystem mit mn Gleichungen und aıXı +a12xX2 +... +41nXn =bı 
n Unbekannten x;, x», .. -, X, (siehe rechts; a;, b,;€<R) 1X +49 +..+9,X, =b 
kann mit der Koeffizientenmatrix 
AmıXı FAm2 2 Tt... 1 AymnXn Di; 
dıı 42 ... An 


x] bi 
a1 a2 ... A u + 1: 
A=Il . . . | undden Vektorenx=| : |undh=| : | in Matrizen- 
I Xp Du 
Ami Am? --- Amm, 
schreibweise geschrieben werden: A -x =D. 
ar A u En | dr 
Die Matrix, die aus A durch „Anfügen“ des Vektors 5 ai aD ee Bin | 
entsteht, wırd als erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen ne . 
Gleichungssystems bezeichnet. Amı Am2 +. Amn\Dm 


Durch folgende elementare Zeilenumformungen der erweiterten Koeffizientenmatrix 
ändert sich die Lösungsmenge nicht: 
» Vertauschen zweier Zeilen 


> Multiplikation einer Zeile mit einer reellen Zahlr #0 
>» Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile 


Ist ein lineares Gleichungssystem A - x = bmitn Gleichungen und n Unbekannten eindeutig 
lösbar, so gilt für dıe i-te Komponente der Lösung 

u det A; 
et A’ 
i-te Spalte durch die Spalte (b1; b>; ... ; b,) ersetzt wird. 


wobei A; diejenige Matrix ıst, die entsteht, wenn bei der Matrix A die 


Beı diesem algorıthmischen Verfahren überführt man die erweiterte Koeffizientenmatrix 
systematisch durch elementare Zeilenumformungen ın eine Stufenform, aus der sich durch 
Einsetzen von unten nach oben die Lösungen des LGS ermitteln lassen. 


Beispiele 
genau eine Lösung unendlich viele Lösungen 
2x+2y+4z2=—-6 —-2x—- y+2z=3 
4x- y- z=|] 2y—-2z=6 
327 - 22=17 4x+2y-4z=-6 
erweiterte Koeffizientenmatrix: erweiterte Koeffizientenmatrix: 
2 2 4|-6 —2 -1 2]| 3 
4 —1 —l| 1 | +02 -Zeiel 0 2-216 
-—3 7 -5| 17) +3: Zeilel 4 2 —4|-6) +2-Zeilell 
2 2 4|-6 —2 -1 2]3 
0 -5 -9| 13 0 2 -216 
0 10 1| 8) +2-Zeile 0 0 010 
2 2 41-6 Zeile II:2y-2z=6 
0-5 -9[|13] Wegen Zeile III kann z.B. z freı gewählt 
0 0 -17| 34 werden:z=reR. 
Zeile III: -17z=34>z=-2 Zeile I: 2y-2r=6>y=r+3 
Zeile I: -—5y -9-(-2)=13>y=]1 | | 
Zellel: 2x+2-144-2)=-6=>x=0 Zeilel:x=5r-3 


rer} 
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Lineare Optimierung 


Lineare Ausgangspunkt: Gegeben: (m, n)-Matrix A: 
Optimierung— |» System linearer Ungleichungen (Nebenbedingungen) Pe) Pr) 

Probleme mitn |» Nichtnegativitätsbedingungen Da Du)". b;>V0 

» eine zu optimıerende lineare Zieltunktion f Gesucht: Vektor x mit 

Gesucht ist ein n-Tupel x = (x1, %3, ..., X„), Mit (1) f(x) =p? x = max! bzw. min! 
l. x ıst Lösung des linearen Ungleichungssystems. (2)A-x<bmit (x; >0) 

2. f hat bei xein Maximum bzw. ein Minimum. 


Varıablen 


s 
I 
D 
= 
+ 
= 
= 


Grafische l. Darstellung des durch das Ungleichungssystem Bsp.: x + <2; m >1;x,1 >0 
Lösung eines bestimmten Bereiches B f(x1;») =2xı +x%2 = min! 
linearen 2. Einzeichnen der Geraden &9 mit pı xı +m nn =0 
Optimierungs- |3. Verschieben von 90, sodass g* mit pı xı +m nn =c 
problems mit (ce0) den Bereich B nur in einer Kante oder einem 
zwei Variablen Eckpunkt berührt. ce muss dabei maximal bzw. mini- 
mal werden. 

Für dıe Koordinaten x], x5 des Berührungspunktes von 

eg” mit dem Bereich B wird f maximal bzw. minimal. 

((x7; x5) existiert nicht notwendig.) 2: 


Materialverflechtung (Lineare Verflechtung) 


Verflechtungsdiagramm (Gozinto-Graph) 


Bedarf an Rohstoffmengeneinheiten des Rohstofis R,, zur 
Herstellung einer Mengeneinheit des Zwischenprodukts Z,, 
Bedarf an Zwischenproduktmengeneinheiten des Zwi- 
schenprodukts Z, zur Herstellung einer Mengeneinheit des 
Endprodukts Z, 


Verflechtungsmatrizen (Produktionsmatrizen) 


Rohstoff-Zwischenprodukt-Matrix Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix 
Zjl +. FZin Zei = ZEig 
Mrz=| : , :. [| mitrz;€eR>o Mzz=| : '. : |mitze;eRso 
Van ER ig Zen *** Z&ng 
rel ... Peg 
Rohstoff-Endprodukt-Matrix Mkr = u e mit re; € R>0; Mrz: Mzz = Mre 


FEemi ''' Feng 
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Mengenvektoren und Kostenvektoren 


Rohstoff- 


Verbrauchsvektor ';r; benötigte Menge des Rohstofis R;;r; € R>o 


Zwischenprodukt- 


Produktionsvektor ‚ z; produzierte Menge des Zwischenprodukts Z; z; € R>o 


Endprodukt- 
Produktionsvektor ;pı produzierte Menge des Endprodukts #£;; p; € R>o 


— 


(71 Produktionsmatrizen, S. 87) 


Beziehung zwischen 
den Mengenvektoren 


Rohstoffkostenvektor kr=lkr;...:kr);kr ERso 


(Materialkosten) kr, Kosten für eine Mengeneinheit des Rohstoffs R; 


Zwischenprodukt- Kalkar... ka) kr ER 
Fertigungskostenvektor 


kz, Kosten für die Fertigung einer Mengeneinheit des Zwischenprodukts Z; 
Endprodukt- = (kei; ...; kr); kr, €R>o 


a kg, Kosten für die Fertigung einer Mengeneinheit des Endprodukts #; 


Zwischenprodukte: Az = kr .Z bzw. Kz= Te -MzeE:p 

Endprodukte: Kr =kr:P 

K,=Krt+Kz+Kr bzw. K,=(kr-Mre+kz- Mze+kr):P 

(k,—=kr:Mre+kz  Mzr + kr Vektor der variablen Kosten) 
Gesamtkosten K=K,+Kr (Kr Fıxkosten) 


Leontief-Modell 


Verflechtungsdiagramm Input-Output-Tabelle 


Sı, 8» und S3: Sektoren der Volkswirtschaft 
(z.B. Landwirtschaft, Industrie, Dienstleistung) 


an $ı 32 | 83 K | Produktion 
von | | | 
ENESESESEN 
EIEIEIEN 

Die Summe aller Lieferungen eines Sektors ergibt die 


sn] | |Gemiprsiukion ine seko: 


Kits rare 


53 


Bezeichnungen und Gleichungen im Leontief-Modell | 


xml 0, )* heißt Produktionsvektor, y = (yı, y>2, y3 ja heißt Konsumvektor. 


s Xjj i | . m . 
A= (a;;) mit a; = = (X; <x;) und0 <a; < 1 heißt Inputmatrix oder Produktionsmatrix. 


J 
Es gilt A-X+y= X und, falls die Leontief-Inverse (E- A)’ existiert: = (E-A) '-y. 


DZ Informatik 
Grundbegriffe 


Einheiten 


Das Bit ıst dıe kleinste Einheit, um eine Information im Computer zu speichern. 
Der Zustand eines Bits kann 0 oder 1 sein. Dies kann verschieden dargestellt werden, 
z.B. als Strom (schwach/stark), Ladung (positiv/negativ) oder Licht (hell/dunkel). 


Byte Ein Byte ıst die Zusammenfassung von 8 Bit zur Darstellung eines Zeichens im Computer. Aus 
den 8 Bitstellen ergeben sich 256 Kombinationsmöglichkeiten der Zeichendarstellung. 

Weitere Einheiten sınd z. B.: 

l Kilobyte (KB) =2'" Byte = 1024 Byte x 1000 Byte 

| Megabyte (MB) =2*"Byte= 1048576 Bytez 1000000 Byte 


| Gigabyte (GB) = 2" Byte = 1073741824 Byte = 1000000000 Byte 


A >12eWw.A1oJuL 


Grundlegende Datentypen (Auswahl) 


Schlüsselwort Operatoren (Auswahl) 
Java phi 


Wahrheitswert/ boolean true oder false |Operation: und oder 
Logischer Wert in Java: & | 
ın Delphi: and or 


ein Zeichen char Char 'a' bis'Z' sowie Satz- |+ zwei Zeichen zu einer 
und Sonderzeichen Zeichenfolge verknüpfen 

Zeichenfolge String String Zeichenkombi- + zwei Zeichenfolgen 
nationen miteinander verknüpfen 


int Integer —2 147483 648 + Addition — Subtraktion 
bis 2147483 647 * Multiplikation / ganzzahlıger Teil 
einer Division 
mit Rest 
Fließkommazahl [double Double +4.94: 10° + Addition — Subtraktion 
bis + 1,97 : 10° * Multiplikation / Division 


Algorithmusbegriff 


Definition Ein Algorithmus ist die eindeutige Beschreibung eines Verfahrens zur Lösung von gleich- 
artıgen Problemen. 

Er gibt an, wıe Eingabegrößen schrittweise in Ausgabegrößen umgewandelt werden. 
Eigenschafteneines |» Allgemeingültiskeit: Eın Algorithmus gilt für eine Klasse gleichartiger Probleme. 
Alsori | | 2 n 
Zn >» Ausführbarkeit: Alle Anweisungen sınd verständlich formuliert und ausführbar. 


>» Endlichkeit: Die Beschreibung erfolgt ın einem endlich langen Text. 


>» Eindeutigkeit: Mit jeder Anweisung ist auch die nächstfolgende festgelegt. 
Prozesseigenschaft Gleiche Eingabegrößen werden bei wiederholter Abarbeitung auf 
dieselben Ausgabegrößen abgebildet. 


> Terminiertheit: Nach endlich vielen Schritten ist eine Lösung gefunden. 


Zahlensysteme (71 S. 9) und Umrechnungstafel mit ASCH-Code: C, 089-1 
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Objektorientierung 


Grundbegriffe der objektorientierten Programmierung 


Objekt, Der Zustand eines Objekts wird durch die Werte seiner Attribute Ob jektname : Klassenname 

Attribut, (Eigenschaften) bestimmt. Da a 

Methode Die Attrıbutwerte können durch zu den Objekten gehörige Methoden 
(Operationen) geändert werden. Um unerwünschte Manipulationen 
des Objektzustands zu verhindern, unterliegen die Methoden gemäß 
dem Geheimnisprinzip bestimmten Einschränkungen; Attribute und 
Methoden sind nicht von allen Klassen aus „sichtbar“. kleiner Kreis : Kreis 


Attributname : Wert 
ein Objekt in UML 


Beispiel: 


Folgende Sichtbarkeit von Attributen und Methoden wird 


unterschieden und ın UML wie folgt markiert: aller Kreis ı Kreis 
— private Zugriff nur innerhalb der eigenen Klasse I 
# protected Zugriff innerhalb der eigenen Klasse und von 
Klassen aus, dıe von der eigenen Klasse erben 
public Zugrift von allen Klassen aus 


Klasse Von einer Klasse können mehrere gleichartige Objekte erzeugt werden. 
Jedes Objekt einer Klasse hat die gleichen Attribute. Die einzelnen 
Objekte einer Klasse unterscheiden sich in den Werten ihrer Attribute. 


Klassenname 


Informatik Y 


— Attributname : Datentyp 


+ Methodenname 
Es lassen sich auch Klassenattribute definieren, die unabhängig von | (2 ramet er) : Datentyp 
den Objekten der Klasse existieren (in Java mit static). Klassen- eine Klasse in UML 
methoden können sıch nur auf Klassenattribute beziehen und werden 


direkt über den Klassennamen aufgerufen. Beispiel: 


Die Unified Modelling Language (UML) dient der Darstellung 
von Klassen und der Beziehungen und Interaktionen ihrer Objekte —— 

in Diagrammen, zum Beispiel in Klassen-, Interaktions- oder + getRadius(): Integer 
Zustandsdiagrammen. + groesser (x : Integer) 


Aufbau einer Klasse, Objekte erzeugen und Operationen aufrufen © 092-1 


Bestandteil |Programmierung in Java 


class Klassenname Type Klassennamen beginnen 
{ Klassenname = class ı1n Delphimit einemT. 


Programmierung in Delphi 


private Datentyp Attributname; private 
Attributname : Datentyp; 


Methode public 
procedure Methodenname (Parameter) : Datentyp; 
function Methodenname ( Parameter) : Datentyp; 
end; 
ohne Rück- public void Methodenname ( Parameter) procedure Klassenname . Methodenname ( Parameter) ; 
gabewert { begin 


} end; 
mit Rück- public Datentyp Methodenname ( Parameter) function Klassenname.. Methodenname ( Parameter) : 
gabewert { 


Datentyp; 
| begin 
recruti 5, result je ,.s? 


end; 


var OÖbjektname : Klassenname; 


Objektname := Klassenname „Create; 


... ı= Objektname . Methodenname ( Parameter) ; 


Beziehungen zwischen Klassen | UML Klassendiagramm | UML Interaktionsdiagramm 93 


Beziehungen zwischen Klassen 


men Darielungin UML 


Assoziation Ein Objekt der Klasse A kennt ein Objekt der Klasse B und/ oder ein 
Objekt der Klasse B kennt ein Objekt der Klasse A. 
Die Kardinalität (n bzw. m) gibt an, wıe viele Objekte der gegenüber- 
liegenden Klasse ein Objekt kennt.’ 


Aggregation |Eın Objekt der Klasse B ist Teil von einem Objekt der Klasse A, ein 
Objekt der Klasse A hat Objekte der Klasse B. 


In einer Komposition sınd Objekte der Klasse B existentiell abhän- 
gig von genau einem Objekt der Klasse A, d.h., die Existenz der Ob- 
jekte von B wäre ohne das Objekt aus A sinnlos. 


Vererbung Eın Objekt der Unterklasse B ıst auch ein Objekt der Oberklasse A. 

Spezialisierung |Es hatalle Attrıbute und Methoden der Objekte von A (Vererbung) 

Generalisierung |und noch weitere Attribute und Methoden (Erweiterung bzw. Spezia- 
lisıerung). Eine Oberklasse stellt eine Generalisierung mehrerer Un- 
terklassen dar. 


Programmierung: in Java: class BextendsA in Delphi: typeB=class(A) 


) Für die Kardinalität können Zahlen oder Zahlenbereiche (z.B. 1..6) angegeben werden. Ein Sternchen * steht für „beliebig viele“. 


UML Klassendiagramm - Beispiel Bank 


Tante R meineKK 


# nummer : Integer 
# stand : Integer 
+ I Konto (nr : Integer) : Ikonto 


EEE 
= 
a 
Be + fuegeKundenHinzu(K : IT Kunde) 
er ı ke ge £ + loescheK unden(K : IT Kunde) 
— gueltigBis : Date 


+ ueberweise(von : IKonto, nach: 
+ zahleEin(betrag : Integer) : Boolean r IK editkarte (nr : Integer, 1Konto, betrag : Integer) : Boolean 
+ hebeAbibetrag : Integer) : Boolean gBis : Boolean) 
A IKreditkarte 
+ getPin(): Integer 
+ getGueltig() : Boolean 


meineh N 


+ getNummer() : Integer 
+ getStand() : Integer 


meıneK unden x 


— zinssatz : Integer & sr» N | — Name: String 


— Adresse : String 


+ IGirokonto(nr : Integer) : 


TGirokonto meineliR + getName() : String 
+ getZinssatz() : Integer + getÄdressef) : String 
+ setZinssatz(neuerZS : Integer) ” + setAdresse(neueA : String) 
meineGK I +terstelleGK() 


Besitzer + loescheGK(GK : TGirokonto) 


UML Interaktionsdiagramm - Beispiel Überweisung 


überweise (von, nach, betrag) _ | 


ze hebeAb (betrag) 


u eu zahleEiın (betrag) 


return erfolg 


©, 
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Kommunikation in Netzwerken 


Begriffe 


Der Begriff Internet (,, Netz zwischen den Netzen“) bezeichnet eine Struktur, dıe mehrere lokale 
Computernetzwerke miteinander verbindet. 

Router leiten Datenpakete zwischen den Netzwerken in Richtung Empfänger weiter. 

Provider bieten Kunden den Zugang zum Internet an, in der Regel über ein Modem, angeschlossen 
an einen festen oder mobilen Telefonanschluss. 

Beliebte Dienste des Internets sind vor allem E-Mail, Instant Messaging (Chat) und das 

World Wide Web (WWW). Im WWW sınd ın der Hyptertext Markup Language (HTML) verfasste 
und von einem Browser-Programm angezeigte Hypertexte über (Hyper-)Links mit weiteren ım 
Internet verfügbaren Dateien verknüpft. 


Client-Server- In der Regel nutzt ein Client (Dienstnehmer) von einem Server (Diensterbringer) angebotene 
Prinzip, Dienste. Jedem Computer ım Internet ist mıt der IP-Adresse eine einmalige, mindestens 12-stellige 
IP-Adresse, Identifikationsnummer zugeordnet. Das Domain Name System (DNS) ordnet jeder Domain die 
Domain, DNS IP-Adresse des entsprechenden Servers zu. 


Beispiel: www.cornelsen.de +- 192.166.197.204 


Informatik Y 


URL Eine Datei im Internet ıst über eine eindeutige Ortsangabe, genannt Uniform Resource Locator 
(URL), aufrufbar. Die URL besteht aus dem Übertragungsprotokoll, dem Rechnernamen und der 
Domain des Servers sowie dem Verzeichnispfad und Namen der Datei auf dem Server. 


Beispiel: Protokoll Rechnername und Domain Dateipfad und -name 
http: // www.cornelsen.de /home/index.php 


Übertragungsprotokolle (Auswahl): Regeln der Kommunikation 


Anwendungs- Hypertext Transfer Protocol (HTTP) Dateien aus dem WWW herunterladen 
schicht 
Simple Mail Transfer Protocol (SMTP) E-Mails versenden 

Post Office Protocol (POP) E-Mails empfangen 


Internet Message Access Protocol (IMAP) E-Mails empfangen und verwalten 


File Transfer Protocol (FTP) Dateien hochladen oder herunterladen 


Telnet Protocol Kommandozeile auf entferntem Computer 


Domain Name System (DNS) IP-Adresse einer Domain ermitteln 


Dynamic Host Configuration Protocol (DHCP) | Computern ın einem lokalen Netzwerk 
IP-Adressen zuweisen 


Transportschicht | Transmission Control Protocol (TCP) Verbindung zum Empfänger aufbauen und 
Kommunikation überwachen 


Internetschicht Internet Protocol (IP) IP-Pakete zum Empfänger weiterleiten 


Internet Control Message Protocol (ICMP) 


(Vermittlung) | —n 
Fehlermeldungen zur Kommunikation ım 


Internet versenden und interpretieren 


Netzzugangs- Ethernet Daten ım lokalen Netzwerk übertragen 


schicht 
Digital Subscriber Line (DSL) Daten über eine Telefonleitung übertragen 


(Bitübertragung 5 . | 
und Sicherung) Integrated Services Digital Network (ISDN) Daten über eine Telefonleitung übertragen 


General Packet Radio Service (GPRS) Daten über Mobilfunk übertragen 
Universal Mobile Telecommunications System |Daten über Mobilfunk übertragen 
(UMTS) 


Varianten der Protokolle, so genannte sichere Übertragungsprotokolle, ermöglichen eine sichere Kommunikation über 
verschlüsselte Verbindungen. Beispiele sind HTTP Secure (HTTPS) für HTTP, Secure Shell (SSH) für Telnet, SFTP oder 
Secure Copy Protocol (SCP) für FTP. 
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Webseitengestaltung mit HTML (Hypertext Markup Language) 


Aufbau einer <html> Die Grundstruktur einer Webseite gliedert sıch 
Webseite <head> in dıe Bereiche head (Kopf) und body (Körper). 
<title> Titel der Webseite</title> Der Kopf beschreibt die Seite unter anderem für 
</head> Suchmaschinen, der Körper wird ım Browser- 
<body> fenster angezeigt. 
Inhalt der Webseite 
</body> 
</html> 


Darstellung ım <html> 
Quelltext und <head> ! 
im Browser zum <title> DieEntwicklung desWwWW</title> | LJ Die Entwicklung des www 
= fHasäs 
nn nn Die 1. Webseite 
<hlalign=" center "> Diel. Webseite </hl> 
<p> Die <b>erste</b> WebseitederWelt Die erste Webseite der Welt wurde 
wurdeander <ahref="http://www.cern.ch"> an der Europäischen Kermforschung- 
Europäischen Kernforschung- Organisation entwickelt. 
Organisation</a>entwickelt. <br> Sie Sie wurde 1382 von Tim Berners-Lee 
wurde 1989 von <i>TimBerners-Lee</i> vorgestellt. 
vorgestellt. </p> - 
</body> 
</html> 


Aufbau einer <table border="r"> Tabelle mıt Rahmenstärke r 

Tabelle <tr> Beginn der 1. Zeile (tablerow) 
<td> Zelleninhalt </td> l. Zelle der 1. Zeile (table data) 
<td> Zelleninhalt </td> 2. Zelle der 1. Zeile 


</tr> Ende der 1. Zeile 

<tr> Beginn der 2. Zeile 
<td> Zelleninhalt </td> l. Zelle der 2. Zeile 
<td> Zelleninhalt </td> 2. Zelle.der 2, Zeile 


zer Ende der 2. Zeile 
</table> Ende der Tabelle 


Einbindeneiner |<img src=" Dateipfad und -name" > Beispiel für Angabe von Pfad und Namen der 
Grafik einzufügenden Grafik: bilder/haus.jpg 


Einbinden <ahref="Ziel"> Text</a> Für einen Link sind anzugeben: 

weiterer ° die URL der aufzurufenden Webseite bzw. 
Dokumente/ Pfad und Name der verlinkten Dateı 
Links ° Text, der als Link angezeigt wird 


Textgestaltung fett (bold) Absatz (paragraph) 


kursiv (italic) <he> ... </he> | Überschrift (heading) 


Zeilenumbruch (break) der Ebene e (1 bıs 6) 


Ausrichtung von |<div align=" Ausrichtung" > left (lınksbündig), right (rechtsbündig), 
Objekten u dv center (zentriert), justi£fy (Blocksatz) 


Farbgestaltung <div style="background-image:url (Dateipfad und-name einer Hintergrundgrafik) ; 
C, 095-1 background-color:#Farbwert für Hintergrund; color: #Farbwert für Schrift; 
font-family: ' Schriftart‘ ; £ont-size: Schriftgröhe pt ;">...</div> 


Sonderzeichen 5 ß zusätzliches 
Leerzeichen 


&auml; (&ouml; |&uuml; |&Auml; |&OumLl; |&Uuml; |&szlig; |&eacute; |&nbsp; 
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Datenbanken 


Entity-Relationship-Modell (ERM) 


Beschreibung Symbol 


Entität Eıne Entität beschreibt ein Objekt. Entitäten mit den gleichen 
(entity) Eigenschaften werden zu einem Entitätstyp (Entitätenmenge, Klasse) 
zusammengefasst. 


Entitätstyp 


Eine Relatıon beschreibt die Beziehung zwischen Entitäten. Auch 


(relationship) | Relationen können Eigenschaften haben. 
Die Kardinalität (bzw. m) gıbt an, mit wie vielen Entitäten des 
Entitätstyps A (bzw. B) eine Entität des Entitätstyps B (bzw. A) ın 
Beziehung steht. (Das ıst gerade umgekehrt wie in UML-Klassen- 
diagrammen!) 


Attribut Eın Attribut beschreibt eine Eigenschaft eines Entitätstyps oder einer Ai 
. u | ftribut 
(attribute) Beziehung. 


Schlüssel Eigenschaften, dıe eine Entität als Schlüssel eindeutig ıdentifizieren, 

(key) werden unterstrichen. Gibt es keine solche Eigenschaft, ist es sinnvoll, Attribut 
eine weitere Eigenschaft als Identifikationsnummer hinzuzufügen, für | 
die jeder Wert nur einmal vergeben wird. 


Beispiel —Tohnhaftl — 
| | _ | or y 


(Einwohner ) 


Informatik Y 


Anlage und Manipulation eines Datensatzes mit SQL (Structured Query Language) 
CREATE TABLE Tabelle (Attribut Datentyp, Attribut Datentyp, ... 
INSERT INTO Tabelle ( Attribut([e)) VALUES (Wert(e)) 

(Mehrere Attribute oder Werte werden durch Kommas voneinander getrennt.) 
UPDATE Täbelle SET Attribut = Wert WHERE Bedingung( en) 
DELETE FROM Tabelle WHERE Bedingung( en) 


Auswahl von Daten mit SQL © 096-1 


Projektion Auswahl der Tabellen und auszugeben- |SELECT Attribut(e) FROM Tabelle(n) 
den Attribute (— Spalten) 


Selektion Einschränken auf gesuchte Datensätze |SELECT Attribut(e) FROM Tabelle(n) WHERE Bedingung( en) 
(— Zeilen) 
Verknüpfen mehrerer Tabellen ın einem | SELECT Attribut(e) FROM Tabelle(n) WHERE Tabellel . 
Join Attribut = Tabelle2 . Attribut 

Funktionen Anzahl (COUNT), Summe (SUM), SELECT Funktion (Attribut) FROM Tabelle(n) 

über mehrere | Maximum (MAX), Minimum (MIN), 

Datensätze Durchschnitt (AVG) Beispiel: SELECT SUM (einwohner) FROM orte 


Aufbereiten |Ergebnisse nach einem Attribut SELECT Attribut(e) FROM Tabelle(n) ... 
von — sortieren ... ORDERBY Attribut ASC (T) oderDESC (|) 
Ergebnissen |-gruppieren ... GROUP BY Artribut(e) 

— einschränken ... HAVING Bedingung( en) mit Funktionsaufruf 


Verknüpfen |Mehrere Bedingungen werden durch AND oder OR miteinander verknüpft. 
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a@ Astronomie 


Konstanten, Einheiten und Werte 


Konstanten 


Lichtgeschwindigkeit |c= 299792458 ms" Masseverhältnis ms/mg = 332 964,0 
im Vakuum Sonne - Erde 


Gravitationskonstante |y= 6,672: 10"'N-m’-kg” |[|Schiefe der Ekliptik & = 23° 26’ 21,488” 
(für das Jahr 2000) 


Solarkonstante S= 1,367 kW: m” Nutationskonstante N = 9,205 5" 
(für das Jahr 2000) 
Hubble-Konstante H=71+6km-s"': Mpc" PreeTmwer Tor Fr HET 


Masseverhältnis mg /my = 81,3 Aberrationskonstante |% — 20,495 52" 
Erde - Mond (für das Jahr 2000) 


Astronomische Einheiten der Länge und der Zeit 


Astronomische Einheit AE |1 AE = 149,6: 10° km =4,85 10° pc= 15,8: 10° Lj 
| 1 pc = 30,857 : 10°” km = 0,206 : 10° AE=3,26 Lj 
Lichtjahr Lj, 1y 1 Lj= 9,4605 : 10'” km = 63,239 : 10° AE = 0,3066 pc 
Definition des Jahres tropisch siderisch 
365d5h48 min 46s 365d6h9 min 9s 


Definition des Monats siderisch synodisch 
27,32d(27d7h43 min 12s) 29,53d(29d12h44min3s) 
Definition des Tages Sterntag: 24 h Sternzeit = 23 h 56 min 4,1 s Sonnenzaeit 
|Sonnentag: 24h Sonnenzeit = 24 h 3 mın 56,6 s Sternzeit 


Zeitzonen der Erde 
MGZ = Mittlere Greenwicher Zeıt (= Westeuropäische Zeit WEZ) 


Mitteleuropäische Zeit |MGZ + 1 Stunde Atlantic Standard Time |MGZ -4 Stunden 


Östeuropäische Zeit MGZ +2 Stunden Pacific Standard Time MGZ - 8 Stunden 


Daten der Erde 


Radius am Äquator 
Radius am Pol r„ = 6357 km 
Abplattung (rk-r,):rA=1:298%1:300 
Img = 5,975 - 10°" kg 
Mittlere Dichte or = 5,524 g: cm’ 
Mittlere Fallbeschleunigung gE&9,8lm:s” 
Luftdruck in Meereshöhe (Normdruck) [pn = 101,3 kPa = 1013 hPa 


ri =06378km 


Mittlere Entfernung von der Sonne ss ss = 149,6: 10°’km=1 AE 
Mittlere Bahngeschwindigkeit ve = 29,785 km s" 
Siderische Umlaufzeit um die Sonne 144 =3693,26d 
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Daten des Erdmondes Daten der Sonne C 098-1 
Mittlere Entfernung |sım = 3,844 10° km Mittlere Entfernung |ss = 149,6: 10° km=1 AE 
von der Erde > 60,3 Erdradien von der Erde 


Mittlerer scheinbarer | Ru = 15 32,6" Mittlerer scheinbarer | R's = 16’ 1,2" = 0,267° 
Radius = 11,239? | 
Rum = 1,738 : 10° km jiv Rs = 6,962 : 10° km 
> 0,2725 Erdradien — 109 Erdradien 
V, ı = 2,192 - 10°” km’ olt Vs = 1,414 10!° km? 
> 0,02 Vr — 1,3:10° Vz 
mm = 7.35: 10” kg S ms = 1,989 : 10°” kg 
— (0,0123 mg — 3,33: 10° mp 
Mittlere Dichte Os = 1,41 g: cm” = 0,26 OE 
Fallbeschleunigung Fallbeschleunisung |gs = 274m: s“ = 27,5 g£ 
an der Oberfläche an der Oberfläche 


Bahnneigung gegen Oberflächen- T=6000K 
die Erdbahn temperatur 


Siderische Umlauf- Kerntemperatur Tem 153 -10K 
zeit um die Erde 


Mittlere Ent- |Aquatordurch- |Masse in Mittlere Dichte 
fernung vonder |messer in km Erdmassen ling-cm” 
Sonne in 10° km 


Astronomie Y 


Merkur Venus Erde Mars Jupiter Saturn Uranus Neptun 


) Im August 2006 definierte die Internationale Astronomische Union (IAU) drei Kategorien für Himmelskörper im Sonnensystem neu: 
Planten, Zwergplaneten und Kleinkörper. Pluto zählt seitdem zu den Zwergplaneten und ist nicht mehr der neunte Planet unseres Sonnen- 
systems. Die Zwergplaneten sınd Pluto, Ceres, Eris, Makemake und Haumea. Die TAU kündigt für die Zukunft die Bekanntgabe weiterer 
Zwergplaneten an, sobald genügend Beobachtungsdaten vorliegen. 
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Entstehung der Mondphasen 


abnehmender 
Halbmond 


zunehmender 
Halbmond 


Einige Himmelskörper des Sonnensystems Einige Daten des Milchstraßen- 
und ihre Monde systems (Galaxis) 


Hımmelskörper |Entfernung |Sıderische | Durch- Durchmesser der diskus- 30000 pc 
und ihre Monde |des Mondes’? | Umlaufzeit |messer ähnlichen Scheibe 
km 


in km ın a2 Dicke in den Randgebieten |1000 pc 


Mars Phobos | 9,38: 10° 0,319 2 Dicke im zentralen Kern 5000 pc 
Deimos [23,48 - 10° 1,262 


d | 
‚al 2 
; - Mittlere Dichte x 10°” g/cm’ 

MOpIE nr -— | 103 nz E= Abstand der Sonne vom - 10000 pc 
Ems - > Zentrum der „Scheibe“ x 32600 Lj 

Saturn Titan 1222 - 10 15,95 5150 ET mer = mi 
597.103 1530 Zeit für einen vollen Umlauf | 250 Mio. Jahre 
der Sonne um das Zentrum 

2 0 
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Uranus Titania [436 - 10° 8,70 1610 
r Oberon [583 -10° 13.46 1550 Umlaufgeschwindigkeit der | 250 km/s 
Sonne um das Zentrum 
Neptun Triton 355 - 10° 5,88 2705 — 

Nereid 5563 - 10° 6 340 Mit bloßem Auge > 6000 
— sichtbare Sterne 


3 
Pluto Charon |19,6 - 10° 6,39”) 1200 
Pluto Charon BEE —<o mem 


) Entfernung von seinem Planeten bzw. Zwergplaneten 
*) Dauer der Bewegung um den gemeinsamen Schwerpunkt 


Einige Sterne Einteilung der Sterne’ 


scheinbare Entfernung Radius: 20 Rs bis 750 Rs 

Helligkeit von der Sonne o=10"g-cm” 
Radius: 3 Rs bis 40 Rs 
o=10”bis10”g-cm” 


massereiche Radius: | Rs bis 8 Rs 
Hauptreihensterne 


massearme Radius: 0,2 Rs bis 1 Rs 
Hauptreihensterne |e=1bis3g-cm 


) nach Radien (angegeben als Vielfache des Sonnenradius 
Rs) und mittleren Dichten 0 
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Formeln 


Grundlegende Größen 


Fluchtgeschwindigkeit v eines - MH: Hubble-Konstante 
Sternsystems (Gesetz von Hubble) Entfernung des Sternsystems 


Zusammenhang zwischen scheinbarer scheinbare Helligkeit 
Helligkeit, absoluter Helligkeit und M absolute Helligkeit 
Entfernung eines Sterns Entfernung des Sterns in pc 


Leuchtkraft Z Be: ausgestrahlte Energie 
Leuchtkraft ZLs der Sonne | Zeit 


Zusammenhang zwischen Parallaxe Entfernung des Sterns in pc 
und Entfernung eines Sterns Ä Parallaxe ın Bogensekunden 


Die Kepler’schen Gesetze CÖ 100-1 


Erstes Kepler’sches Gesetz Alle Planeten bewegen sıch auf vom Leitstrahl über- 
Ellipsenbahnen, ın deren einem strichene Fläche 
Brennpunkt die Sonne steht. erforderliche Zeit 


AAı AA, 


Zweıtes Kepler’sches Gesetz hi — ae 
ü At Ab) 
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Drittes Kepler’sches Gesetz Umlaufeit 


große Halbachse der 


Numerische Exzentrizität e Planetenbahn 
(für Ellipse) ._ e lineare Exzentrizität 


Das Gravitationsgesetz 


Gravitationsgesetz, Gravitationskonstante 
Gravitationskraft F u » Massen der Körper 
' Abstand der beiden 
Massenmittelpunkte 


Kosmische Geschwindigkeiten 


| Da EN Gravitationskonstante 
l. kosmische Geschwindigkeit  Musesder Erde 


(Kreisbahn an der Erdoberfläche) Badiisdar ade 

| Parabelgeschwindigkeit 
2. kosmische Geschwindigkeit Mr fürdie =. = e. .— 
(Fluchtgeschwindigkeit aus dem vp=4/2Y7—=11,2kmis > lPAkmlıs 
Gravitationsfeld der Erde) 


3. kosmische Geschwindigkeit _ + 1 Fed 
(Hyperbel, Fluchtgeschwindigkeit "H Vpı + VD S 


aus dem Gravitationsfeld der Sonne) 


FE 
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Physik 


Naturkonstanten und SI-Einheiten 


Naturkonstanten 


Absoluter Nullpunkt der Temperatur 0K=-273,15°C 
Atomare Masseneinheit 1,660 539 10°" kg 


Avogadrokonstante 
Elementarladung 


Fallbeschleunigung Zu (Mitteleuropa) 
-s“ (Äquator) 
-s “ (Polnähe) 
Faradaykonstante =e:N 485: 10°A -s-mol! 
Feldkonstanten 
Elektrische Feldkonstante &, = V/(ugc?) = 8,854 18782: 10 "A -s-V' m 
Masgnetische Feldkonstante An-10°’V 'S° A’»-mi° 
Gravitationskonstante 6,6743: 10 '!m?-ke-s” 
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum 2,997 92458 - 10° ms 

(= 300000 km/s) 
Molares Normvolumen idealer Gase in 22,414 1: mol’ (bei 0° C und 1013 hPa) 


Planck’sches Wirkungsquantum | 6,6261: 10° J-s=4,1357: 10’ eV-s 
Ruhemasse des a-Teilchens 6.6442: 10°” ke 
Rydbergfrequenz für das H-Atom 3,289 84196 - 10'° Hz 


Rydbergkonstante R 


1,097 37316 - 10’ m! 


Stefan-Boltzmann-Konstante 5,6704: 10®W-m*-K* 


Universelle Gaskonstante 8,3145J: mol -K"" 


Wiıen’sche Verschiebungskonstante 2,89777:10°m-K 


Elektron, Neutron, Proton 


1,6022: 10 As 


Elektron Ladung (Elementarladung) |e 
Ruhemasse 


9,10939: 10" kg 
— 1,758820174 - 10''C- kart 


Me 
Neutron Ruhemasse 1,67493 - 10°’ kg 


spezifische Ladung 
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Basiseinheiten des Internationalen Einheitensystems (SI) 


Meter Das Meter ıst dıe Länge der Strecke, die Licht im Vakuum während der 
Dauer von! />99 792458 Sekunde durchläuft. 


Das Kilogramm ıst dıe Masse des internationalen Kılogrammprototyps. 


Die Sekunde ist die Dauer von 9 192 631 770 Perioden der Strahlung, dıe dem 
Übergang zwischen den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des Grundzu- 
standes von Atomen des Caesiumnuklids' "Cs entspricht. 


Das Ampere ist dıe Stärke des zeitlich unveränderten elektrischen Stromes 
durch zwei geradlinige, parallele, unendlich lange Leiter von vernachlässig- 
barem Querschnitt, die den Abstand 1 m haben und zwischen denen die durch 
den Strom elektrodynamisch hervorgerufene Kraft im leeren Raum je Im 
Länge der Doppelleitung 2 - 10°’ N beträgt. 


Das Kelvin ist der 273,16te Teil der thermodynamischen Temperatur des 
Trıpelpunktes von Wasser. 


Das Mol ist die Stoffmenge eines Systems, das aus ebenso vielen Einzelteil- 
chen besteht, wie Atome in 0,012 kgdes Kohlenstoffnuklids'”C enthalten 
sind. 


Candela cd Die Candela ist die Lichtstärke ın einer bestimmten Richtung einer Strah- 
lungsquelle, die monochromatische Strahlung der Frequenz 540 - 10°” Hertz 
aussendet und deren Strahlstärke in dieser Richtung'/;g; Watt durch Stera- 
diant beträgt. 


Vorsätze bei Einheiten 


Faktor it dem di Einheit multiple wir 


1000 000 000 000 000000 01%) (Trillion) 
1000000 000 000000 (Billiarde) 
1000 000 000000 | (Billion) 
1000 000000 10°) (Milliarde) 
1000000 10°%) (Million) 
1000 10° (Tausend) 
100 (Hundert) 
10 ') (Zehn) 


zoa-drım 


nam 
& 


0,1 0°) (Zehntel) 
0,01 10%)  (Hundertstel) 
0,001 10° (Tausendstel) 
0,000001 10”)  (Millionstel) 
0,000000 001 ] (Milliardstel) 
0,000000 000001 (Billionstel) 
0,000000 000000001 (Billiardstel) 
0,000 000 000 000000 001 | (Trillionstel) 


d 
C 
m 
u 
n 
1% 
f 
a 
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Mechanik — Größen, Einheiten, Werte 


Größen und Einheiten der Mechanik und Akustik © 103-1 
Größe Formel- Einheiten 
zeichen Zeichen 
W 


Joule 


Newtonmeter 
Wattsekunde 
Kilowattstunde 
Elektronvolt 
Kalorıe 


Meter pro Quadratsekunde 


Beschleunigung 


Kilogramm pro 
Kubikmeter 
Gramm pro Kubikzentime- 


Beziehungen zwischen 
unterschiedlichen Einheiten 


kg-m’ 


1I3= 1 Nm =] 


IN: m=1)J 
1W:s=l] 
1kW:h=3,6: 10°W 
l eV = 1,6022 - 10° J 
lcal=4,1868 J 


g2 


Newtonmetersekunde IN:m:s 


er 
Drehimpuls I; wi 
” 
| l 
Drehzahl n Eins pro Sekunde 


Pascal 


Bar 

Atmosphäre 

lorr 

mm Quecksilbersäule 


Joule 


Newtonmeter 
Wattsekunde 
Kilowattstunde 
Elektronvolt 
Kalorıe 


D Newton durch Meter 


Fläche, 
Flächeninhalt 


Geschwindigkeit 


Quadratmeter 
Ar 
Hektar 


Meter pro Sekunde 


Kilometer pro Stunde 


= >, N Sn i> 
I 


| bar = 100000 Pa = 10° Pa 
lat=98,1: 10° Pa 
| Torr = 133,3 Pa 
Il mm Hg = 1 Torr = 133,3 Pa 
2 
ii-iIN-n-18% 
LN-m=1J 
IW:s=1]J 
1kW:h=3,6: 10°0W -s 
l eV = 1,6022: 10° J 
lcal=4,1868 J 


g2 


| a= 100 m’ = 10° m’ 
1 ha = 10000 m? = 10* m 
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Impuls p Kilogrammmeter pro Se- 
kunde (= Newtonsekunde) 


Kraftstoß Newton mal Sekunde 


Meter | Basiseinheit 
Dezimeter m ldm=0,lm 
Zentimeter | Icm=10"m 
astronomische Einheit l AE= 1,496 : 10''m 
Lichtjahr | 1 Lj=9,461 -10°”m 
Parsec | pc = 3,086 : 10'°m 
Seemeile | l sm = 1852 m 
Ängström 1Ä=10""m 
Lautstärkepegel 
Leistung, 
Energiestron | 5 
a Pferdestärke PS = 735, 5W 
Basiseinheit 
Tonne lt=10’kg 
Karat LKt=U2£ 
atomare Masseneinheit a u = 1,660539- 10 "ke 


Schallintensität Bu Watt pro Quadratmeter = 7 — 
Schwingungsdauer, Sekunde 
Periodendauer 


Trägheitsmoment J Kilogramm mal Quadrat- 
meter 
Kubikmeter | Im’=1Im-Im- der 
Liter l1l=1dm’=10”m 


Winkel 
— ebener Winkel 
— Drehwinkel 


Winkel- 
beschleunigung 


Winkel- 
geschwindigkeit 


t | Basiseinheit 
| ni l mın = 60 s 
| l h= 60 mın = 3600 s 
d l d= 24 h = 1440 mın = 86400 s 
l a= 31 356926 s = 365,242 d 
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Dichte ausgewählter Stoffe 


sh | ” g et | . g o [ 5: g 
Dichte o in — Dichte on Er Dichte on Fe) 


arH j 5 1 we. : 
8 % de i ag r nn Bo A L 
= | u Ti, | 


naar F 


(50 %) 
Dieselkraftstoff Wasser 1,0 
(destilliert) 


f “ . 2: . 1 
{ dä | b 
m Br N | r LEI 
h ü Fi u | I 2 B 


0.000 18 0.001 29 Stickstoff 0.00125 
Kohlenstoffdioxid |0.00198 0,00143 0.00009 


Abhängigkeit der Dichte 0 des Wassers von der Temperatur Ü C 105-1 
(Dichteanomalie des Wassers) 


ve | 
cm 


Reibungszahlen (Richtwerte) 


Werkstoff 


Stahl auf Stahl 0,15 0,03 bıs 0,09 0,006 (Stahlreifen auf 
Schienen) 


Gummireifen auf Asphalt < 0,9 bei Trockenheit < 0,3 bei Trockenheit 
< 0,5 bei Nässe < 0,15 beı Nässe 


Gummireifen auf Beton < ] bei Trockenheit < 0,5 bei Trockenheit 
< 0,6 bei Nässe < 0,3 bei Nässe 
Holz auf Holz 0,5 bıs 0,65 0,2 bıs 0,4 
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Geräusche und Lautstärkepegel 


Geräusch Lautstärke- Empfinden |Wirkung auf den Menschen 
I 'ın phon 


Blätterrauschen, Flüstern A En 
Leise Unterhaltung, leises Radio ET 
EUHEEEEEEEE EEE 


Normale Umgangssprache 


Konzentrationsstörungen 


Normaler Verkehrslärm, Rasenmäher 
Lebhafter Straßenverkehr FE En 
Kreise, Mped 00010  [sehrlaut Gehörschäden ab 40 h pro Woche 


DT [Eu BEE EEE 
Rockband, Disco 07033 Gehörschädigungen ın kurzer Zeit 
Kanonenschlag (1 m Entfernung) 130000001 [Schmerzschwelle 0 


Schallgeschwindigkeiten 
(Richtwerte für 20 °C und Normdruck 101,3 kPa, falls nicht anders angegeben) 


Eis bei —4°C Kohlenstoffdioxid Zu 


Widerstandsbeiwerte c,, einiger Körper (Kreisscheibe: c,, = 1) 


Hohlhalbkugel 
— Strömung zur Höhlung 
- Strömungzur Wölbung |0,3.... 0,4 Pkw (geschlossen) 


Stromlinienkörper Rennwagen 
— Strömung zur Spitze 
-Strömungzur Wölbung |<0, Fallschirm 
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Mechanik - Formeln und Gesetze 


Geradlinige Bewegungen 


Gleichförmige As Weg 

seradlinige sarin a7 0 v Geschwindigkeit 
Bewegung Zeit 

Gleichmäßig a, so Anlangsweg bei ?=0 
beschleunigte =,’ +Vvo:1+5o Beschleunigung 
seradlinige Anfangsgeschwindigkeit 


Ay 
Bewegung van UT konst. beir=0 


G 107-1 Bei der Bedingung so =0 und w =O gilt: De a=konst. 


© 107-1 
ir v=a-tl, = v2a-sa=- \ " 


Für den freien Fall gilt: 


s=3-f; ieh Vawag-s 


Ungleichmäßig de. s=s(t) Weg-Zeit- 
beschleunigte u Funktion 


geradlinige Klamrbniaschlan ee d’s .. |v=v(t) Geschwindigkeit- 
Bewegung omentanbeschleunigung da= Fri ’v- EP} = Zeit-Funktion 


Momentangeschwindigkeit y 


f 
Weg-Zeit-Gesetz s=so+ | vdt 


Io 


! 
Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz v=vo+ |adi 


Io 


Gleichförmige Kreisbewegung 


Geschwindigkeit | 
Kreisradius 


| Umlaufzeit 
Radıialbeschleunigung n Drehzahl 


(Zentripetalbeschleunigung) - en | o  Winkelge- 


schwindigkeit 


vı und »> sind gleich v; und » sind entgegen-|»; und » stehen senk- |v; und » bilden einen belie- 
gerichtet ‚gesetzt gerichtet recht aufeinander bigen Winkel «a miteinander 


v=|vj-»]| j vr +v5+2v]:v2:c0os @ 


Die resultierende Geschwindigkeit ist in allen Fällen V„=yj +. 
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Wurfbewegungen G 108-1 © 108-1 


Senkrechter 
Wurf 


Der Körper wird mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit vo > O nach oben geworfen. 


Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: 
v=Vo-£g°'1I 


Der Körper wird mit der Anfangsgeschwin- 
digkeit -vo (mit vo > O) nach unten geworfen. 


Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: 
v=-yg-g'1 


Weg-Zeit-Gesetz: Weg-Zeit-Gesetz: 


g 2 
— mn’ —-— "TI 
y 0 ) 


5 
ya 


u: : V 
Steigzeit , = = 


2 
Steighöhe s, = A 
28 


Waagerechter 
Wurf 


Weg-Zeit-Gesetz!: x=vo't;y = 5 .P 


Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: v= ‚/w +? 


Wurfparabel: y = — me 2 
vo 


Schräser Wurf 
s Weg-Zeit-Gesetz: x=Vo'1'cosSa, y= -3 w + jo’ 7’ Sind 


Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: v= \/v3+g?:? —2vg :g-1-sin a 


\ | 8 
Wurfparabel: y=tan &-x- — > —_—.— - 
21, cos” a 
| v sin 2a 
Wurfweite: sy = — 
5 
u. v2 sin? a 
Wurfhö he = — 
28 Sy KA 
Vo‘ sın & 


Steigzeit n = vo Anfangsgeschwindigkeit 


Newton’sche Gesetze 


Ist die Summe der auf einen Körper wirkenden Kräfte null, so bleibt er in Ruhe oder 
er bewegt sıch geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit. 
» = konst. beiF = 0 


l. Newton’sches Gesetz: 
Trägheitssatz 


2. Newton’sches Gesetz: 
Grundgleichung der 
Mechanik 


Für die Kraft F ‚ die auf einen Körper der konstanten Masse m wirkt, und die 
Beschleunigung a, die der Körper dabei erfährt, gilt: 


F=m-a (Kraft = Masse mal Beschleunigung) 


Zu jeder Kraft, die ein Körper auf einen zweiten Körper ausübt, gehört eine ihr ent- 
gegengesetzt wirkende gleich große Gegenkraft, mit der der zweite Körper auf den 
ersten wirkt: 


eu Pr a “ Be 
Fı=-RF (,„Actio gleich Reactio‘“) 


3. Newton’sches Gesetz: 
Wechselwirkungsgesetz 
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Kräfte in der Mechanik 


Gewichtskraft FG m Masse, g Fallbeschleunigung 


Reibungskraft Reibungskraft /R =u'Fn Fn Normalkraft 
Rollreibungskraft Fro = Uro' FN u Reıbungszahl 
Uro Rollreibungszahl 
Radius des rollenden Körpers 


Radialkraft F, N: ? m Masse 
(Zentripetalkraft) en. Geschwindigkeit 


© 109-1 Radius 
_—g9. Radialbeschleunigung 
(Zentripetalbeschleunigung) 
Umlaufzeit 
Winkelgeschwindigkeit 


Federspannkraft Fs Federkonstante 
(Hooke’sches Gesetz) s Verlängerung der Feder 


Auftriebskraft FA M= 0* Frg 0 Dichte der Flüssıgkeit/des Gases 
V Volumen des Körpers; eg Fallbeschleunigung 


Kraftumformende Einrichtungen © 109-2 


E 


2 
Der 


SZug — A' SHub 


(n = Anzahl der tragenden Seilstücke) 


Fu Äh 
F& I 

F\ hH=F'bh 

WM, — M- Fı = Fe: sına 

2 Fun = Fa: cosQ 


F\,.F5 Kräfte; Mj,,M> Drehmomente Fu Hangabtriebskraft; Fa; Gewichtskraft 
I,» Längen der Kraftarme Fn Normalkratft („Anpresskraft“) 


Goldene Regel der Mechanik |Für kraftumformende Einrichtungen silt: A} sı FR» 
„Was man an Kraft spart, muss man an Weg zusetzen.“ 


110 Mechanik - Formeln und Gesetze 


Bewegungsgesetze der Rotation 


Gleichförmige |Drehwinkel: Drehwinkel 
Rotation -_, En, v ) Winkelgeschwindigkeit 
Winkelgeschwindigkeit: Winkelbeschleunigung 
Drehzahl 
Geschwindigkeit 
Winkelbeschleunigung: Beschleunigung 
Radius 
Gleichmäßig 
beschleunigte 
Rotation 


Drehwinkel: 9 = = -P+@o1+ 


Ü D-L, 
9-7 1 =-—(m=0;,p=-0) 
Winkelgeschwindigkeit: = qa'1+ @o 
o=a't (küray=0) 


Winkelbeschleunigung: a = - — konst. #0; a = 


Rotation starrer Körper 
Drehmoment M Tr F Kraft 
Unter der Bedingung? L F gilt: M=F:r Radıus 
n Masse 
Trägheitsmoment J — Im %  Wiınkelbeschleunigung 


| Winkelgeschwindigkeit 
Grundgesetz der Dynamik für 


dıe Rotatıon 


Vollzylinder 


9" - SEE nn oT 


Zusammenhang zwischen Größen der Translation und der Rotation 


nn Por  ________[Winkelgeschwindigkeit « 
Beschleunigung a Winkelbeschleunigung «a 


F=m-ä Grundgesetz der Dynamık M=J-ä 
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Gravitation ® 111-1 


Gravitationsgesetz, 
Gravitationskraft F 


Arbeit Ws im 
Gravitationsfeld 


Energie E„.ı eines 


Körpers ım Gravita- 


tıonsfeld der Erde 


Potential V ım 
Gravitationsfeld 
der Erde 


Gravitationsfeld- 
stärke ge der Erde 


In der Nähe der Erdoberfläche gilt: 
Wem erh 


Mechanische Arbeit 


Mechanische 
Arbeit W 


Hubarbeit Wr.» 
Reibungsarbeit WR 


Beschleunigungs- 
arbeit WR 


Federspannarbeit 
Wr 


W= [ F(s)ds wenn F # konst.; X (F; s) =0 


5 


W=F «s 


Wa Fr’sem a s=Ab; 


l 
We=zD: "AR, 


| 
Wr — see a) 
(Bedingung: Es gılt das Hooke’sche Gesetz.) 


Mechanische Energie © 111-2 


Potenzielle Energie 
(Lageenersie) 


Kinetische Energie 
(Bewegungsenergie) 


Energieerhaltungs- 
satz der Mechanık 


ım erdnahen Gravitatıonsfeld: 
EDamfe'h=m'g.h 
einer gespannten Feder: 


| I; 
Enpt ze ezn "Ss 


| l 
für Translation: FE; zm' v” 


für Rotation: — 3, w 


G 


Gravitationskonstante 


m, mn» Massen der Körper 


r 


r1,13 


& 


G= 


Abstand der beiden 
Massenmittelpunkte 
Abstände 
Gravitationsfeldstärke 


6,673 - 10°! mÖ/(kg : s°) 


mg Masse der Erde 


Masse des Körpers 
Abstand des Körpers 
vom Erdmittelpunkt 
Radius der Erde 


Masse der Erde 
Abstand vom Erdmittelpunkt 
Radius der Erde 


Kraft 
Wes (bzw. Dehnung der Feder 
bzw. Hubhöhe bzw. ...) 


. Gewichtskraft 


Masse 
Fallbeschleunigung 
Reibungskraft 
beschleunigende Kraft 
Beschleunigung 

Kraft am Ende des 
Spannvorgangs 
Federkonstante 


Masse eines Körpers 

Höhe des Körpers über 

dem Bezugspunkt 
Fallbeschleunigung 
Federkonstante (Federhärte) 
Dehnung der Feder 
Geschwindigkeit des Körpers 
Trägheitsmoment 
Winkelgeschwindigkeit 


In einem abgeschlossenen reibungsfreien mechanischen System gilt: 


Eoes —H PE. Enoit — konst. 
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Mechanische Leistung und Wirkungsgrad 


Leistung ?, 
Energiestrom 


t Zeit 
s Weg 


Wirkungsgrad n 


Gesamtwirkungsgrad einer Anordnung: 
n=1hı' M2°... ' Mn 


nd und a 


= Masse 
Kraftstoß / und I=F-At=Aß Kr Ylkkem 
nn 


F Kraft 


W verrichtete Arbeit 
E  übertragene/umgewandelte Energie 
F Koeraft 


Geschwindigkeit 


Eap; Wap, Pav Beträge der abgegebenen, 
nutzbaren Energie, Arbeit, 
Leistung 

Ezu: Wu: Pı,n zugeführte, aufgewandte 
Energie, Arbeit, Leistung 


Geschwindigkeit 


Drehmoment und 
Drehimpulsänderung 


i=] 


Drehimpuls- Wirken auf ein mechanisches System T L, 


Impulserhaltungssatz | In einem abgeschlossenen mechanischen System gilt: 7 = 3 pP; = konst. 


©  Winkelgeschwindigkeit 
M Drehmoment 


erhaltungssatz keine äußeren Drehmomente, gilt: — 


Elastischer Stoß (vollkommen, gerade, zentral) © 112-1 © 112-1 


—- m)vı +2m9 vw 


Geschwindigkeiten (m 
m mp 


nach dem Stoß 


(ma — mı) va» + 2m; : v1 
m + m5 


v ru =swrı 


Unelastischer Stoß (vollkommen, gerade, zentral) © 112-2 
nergi Ekin,a > Ekin,e 


l | l 
AEkin == (mı vi + :v,) 5 u (m; +m») 


2 


Geschwindigkeit 
nach dem Stoß 


 mu-vitm2-» 
m + ma 


Massen der Körper 
Geschwindigkeiten 
der Körper vor 
dem Stoß 
Geschwindigkeiten 
der Körper nach 
dem Stoß 

Energie vor 

dem Stoß 

Energie nach 

dem Stoß 


Massen der Körper 
Geschwindigkeiten 
der Körper vor 
dem Stoß 
Geschwindigkeiten 
der Körper nach 
dem Stoß 

Energie vor bzw. 
nach dem Stoß 
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Mechanik der Flüssigkeiten und Gase © 113-1 


F | 
P=7 („Druck = Kraft pro Fläche“) 


Bedingung: Die Kraft ist senkrecht zur Fläche gerichtet. 
Speziell für den hydrostatischen Druck (Schweredruck ın Flüssigkeiten) gilt: 


Fe 


P=— 10° g 


Dabei ist 0 die Dichte der Flüssigkeit, g die Fallbeschleunigung und A die Höhe der Flüssig- 
keitssäule über dem Messpunkt. 


Barometrische ; 00 = Dichte der Luft bei 0° C und 101,325 kPa 
Höhenformel Po = Luftdruck ın 0 m Höhe 


Hydraulische |Fp_ Ap | Kraft am Pumpenkolben 

Anlagen F Aa | Fläche des Pumpenkolbens 
Bedingung: Ver- Ä Kraft am Arbeitskolben 
nachlässigung der BE "A Fläche des Arbeitskolbens 
Reibung 


Stationäre A}, A» Querschnittsflächen 

Strömung v1,"Ya  Geschwindigkeiten der 
strömenden Flüssigkeit 
bzw. des strömenden Gases 


Strömungs- I 3 C„ Wiıderstandsbeiwert 

widerstands- u o Dichte des strömenden Stoffes 

kraft A  Querschnittstläche des umströmten Körpers 
v  Strömungsgeschwindigkeit (V senkrecht zu A) 


Auftriebskraft: A =0'V°g V Volumen des verdrängten 

Mediums (= „eingetauchtes 
Die Auftriebskraft ist gleich der Gewichtskraft des Volumen“ des Körpers) 
verdrängten Flüssıgkeits- bzw. Gasvolumens (archi- oO Dichte der Flüssigkeit 
medisches Prinzip). bzw. des Gases 


ge  Fallbeschleunigung 


Sinken: Schweben: Steigen: Schwimmen: 
Fa>FA Fa= Fa Fa <Fa Fe 


Ein Körper schwebt in einer Flüssigkeit, wenn die auf ıhn wirkende Gewichtskraft gerade 

ebenso groß ist, wie die Gewichtskraft des Flüssigkeitsvolumens, das er verdrängt, wenn er 

vollständig eingetaucht ist. 

Eın Körper schwimmt, wenn die auf ihn wirkende Gewichtskraft kleiner ıst als die Gewichts- 
kraft der seinem Gesamtvolumen entsprechenden Flüssıgkeitsmenge. 
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Mechanische Schwingungen © 114-1 


Schwingungsdauer 7 |, | Anzahl der 
(Periodendauer) | ; Schwingungen 


Zeit 
Frequenz fd ‚RA Frequenz 
u »v» Kreisfrequenz 
Periodendauer 
{ 7 


Harmonische Weg-Zeit-Gesetz: y = Ymax ' SIn(9W + @o) 
Schwingung 
C 114-1 Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz: 
dy 
v= dr — 


Kreisfrequenz 
Periodendauer 
Auslenkung 

max Amplitude 
Phasenwinkel 
Geschwindigkeit 
Beschleunigung 
Abklingkoeffizient 


zu u8 


y v= Ymax' @'Ccos(w't+ ©) 


So 


Beschleunigung-Zeit-Gesetz: 

dv d’y . 
Tu re 
Y Ymax 


IN 
\V 


Gedämpfte Weg-Zeit-Gesetz: 


Schwingung Yan E©? '-sin(®:'T+ u) 


ST. 


= Ymax' 0° Sin(m* 1+ po) 


Schwingungsdauer 7 ] Länge des Fadens 

eines Fadenpendels Fallbeschleunigung 
5 (ge=9,81m:s”) 

Masse des Körpers 


Schwingungsdauer 7 
chwingungsdauer Federkonstante 


eines Federpendels 


Frequenz feiner Spannkraft der Saite 
schwingendenSaite | / =—-41/——. ) Dichte des Saiten- 
(für den Grundton) I materials 

Querschnitt der Saite 
Länge der Saite bzw. 
Länge der schwingen- 
den Luftsäule 
Wellenlänge der ent- 
stehenden Schallwelle 
Schallgeschwindigkeit 
in Luft 


Frequenz feiner 
Pfeife 
(für den Grundton) 
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Mechanische Wellen ® 115-1 


Ausbreitungs- Wellenlänge 
geschwindigkeit c | Frequenz 
Auslenkung 
Wellengleichung I Amplitude 
Zeit 
Periodendauer, 
Schwingungsdauer 
Ort 


Schallgeschwindig- Elastizitätsmodul 

keit in festen Stoffen Dichte 

K Kompressionsmodul 

Gasdruck 

absolute Temperatur des Gases 

spezifische Gaskonstante 

spezifische Wärmekapazität bei 

Schallgeschwindig- . " konstantem Druck 

keit in Gasen Rs: T mitx = — v spezifische Wärmekapazität bei 
| konstantem Volumen 

Adiabatenexponent 


Schallgeschwindig- 
keit ın Flüssigkeiten 


Schallintensität / | | E  Schallenergie 
Zeit 
Fläche 

Lautstärkepegel Zn Leistung 
Schallintensität bei der 
Hörschwelle (107°W m” bei 

Schalldruckpegel La | 1000 Hz) 

Schalldruck 

Schalldruck bei der Hörschwelle 
(2: 10°” bar bei 1000 Hz) 


Dopplereffekt G 115-1 


Ruhender Sender, | vom Empfänger aufgenommene Frequenz 
bewegter Empfänger - — Frequenz des Senders 
:  Schallgeschwindiskeit 
Ruhender Empfänger, , . Geschwindigkeit des Senders 
bewegter Sender die; £ " Geschwindigkeit des Empfängers 


oberes Vorzeichen gilt für Annäherung, 
Bewester Sender, unteres Vorzeichen gilt für Entfernungs- 
bewegter Empfänger ” zunahme 
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Thermodynamik - Größen, Einheiten, Werte 


Größen und Einheiten der Thermodynamik © 116-1 


Größe Formel- Einheiten Beziehungen zwischen 
zeichen Zeichen |unterschiedlichen Einheiten 


innere innereEnerie uU Tolen so f I=1W-s=1N-m 


molares Volumen = ji Kubikmeter pro Mol 
mol 

spezifische (5 5 

Schmelzwärme 


spezifische 
Verdampfungswärme 


spezifische 
nr azıtät 


Joule durch Kilogramm 
und durch Kelvin 


Stofftmene mol _ Basiseinheit 


Temperatur ee Ze 
Grad Celsius 0G=Z7315K 
Wärme Joule L.J=1W:s=elN m 
Kalorie l cal=4,1868 J 
Wärmekapaziıtät eo Joule durch Kelvın 17 — — 17 


Thermische Eigenschaften von Gasen 


Schmelz- Sıede- 


Spezifische Wär- |Spezifische Wär- 

temperatur |temperatur |mekapazität cy bei |mekapazität c, bei 
Os in °C (bei |Uyın °C (bei |konstantem Volu- 
101,3kPa) |101,3kPa) |menink)J/(kg'K) 


Spezifische Ver- 


dampfungswärme 
konstantem Druck |qyinkJ/kg 
inkJ/(kg' K) (bei 101,3 kPa) 


E — 78 —33 


259,3 252.8 10.13 14.28 455 
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Thermische Eigenschaften von Flüssigkeiten 


(y kubischer Ausdehnungskoeflizient, Os Schmelztemperatur, Üy Siedetemperatur, 
c spezifische Wärmekapazität, gs spezifische Schmelzwärme, qy spezifische Verdampfungswärme) 


Stoff 


9sin °C (bei |Yyin °C (bei 


= OK kJ in Peneiern 
ynz  |101,3kPa) |101,3kPa) Irueg Fuel 


Diehyiiher omis [ie is 
Giyern as | 
Meinanen Jam [ss fs fa je fm 
Beim 
Wann Jommin fo fin Jane ja fan 


Thermische Eigenschaften von festen Stoffen 


(a linearer Ausdehnungskoeffizient, Us Schmelztemperatur beı 101,3 kPa, U, Siedetemperatur beı 101,3 KPa, 
c spezifische Wärmekapazität, gs spezifische Schmelzwärme) 
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Wärme, Wärmeübertragung 


Berechnung der Wärme O 
(Grundgleichung der Wärme- 
lehre) 


Thermische Leistung einer 
Wärmequelle 


Erster Hauptsatz 

der Wärmelehre 

@ 118-1 

Volumenarbeit W,- 

— bei konstantem Druck 

— bei veränderlichem Druck 


Wirkungsgrad n 
- von Wärmekraftmaschinen 


- für Carnot-Prozesse 


Entropieänderung AS 


Zweiter Hauptsatz 
der Wärmelehre 


Q=em-c#AT=C:AT 
(Bedingung: Der Aggregat- 
zustand ändert sıch nicht.) 


A = al’ AT 
I=I(l+a-AT) 
AV=Y:5:A7 
F=bWllry-A7) 


spezifische Wärmekapaziıtät 
Masse 

abgegebene Wärme 
Temperaturänderung 
Wärmekapazität 

Zeit 

Heizwert 

Volumen 


spezifische Schmelzwärme 
spezifische Verdampfungswärme 
linearer Ausdehnungskoeffizient 
Temperaturänderung 
Anfangslänge 

kubischer Ausdehnungskoeffizient 
Anfangsvolumen 


Änderung der inneren Energie 
Wärme 

Arbeit 

Druck 

Volumen 


W,» abgegebene Arbeit 


Os 
Oab 
Tv 


zugeführte Wärme 

abgegebene Wärme 
Temperatur, bei der die Wärme 
abgegeben wırd 

Temperatur, bei der die Wärme 
zugeführt wird 


reversibel aufgenommene Wärme 
Temperatur, bei der die Wärme 
zugeführt wird 
Wahrscheinlichkeit für den 
Ausgangszustand 
Wahrscheinlichkeit für den 
Endzustand 
Boltzmann-Konstante 


Entropieänderung 
für reversible Prozesse AS = 0 
für ırreversible Prozesse AS > 0 
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Temperaturstrahlung 


Kirchhoff’sches | (Der Emissionsgrad e und der Absorptionsgrad « 
Strahlungsgesetz eines Körpers sind gleich groß.) 
Stefan-Boltzmann’sches 4: 7° P  Strahlungsleistung 

Strahlungsgesetz 0 Stefan-Boltzmann-Konstante 


T Temperatur des Strahlers 
A  Sendertläche 


Wiıen’sches Amax Wellenlänge der intensivsten Strahlung 


Verschiebungsgesetz b _Wiıen’sche Konstante 
7 lemperatur 


Ideales Gas © 119-1 


Normzustand desidealen Gases |Normtemperatur 7, = 273,15 K VY Volumen 
Normdruck p, = 1,01325 - 10° Pa p Druck 
molares Normvolumen V,, = 22,414 /mol T Temperatur 

Allgemeine Zustandsgleichung |pı Vı m Vı pV \ 

des idealen Gases a u u 

Isotherme Zustandsänderung 

(Gesetz von Boyle und Mariotte) 


Isochore Zustandsänderung 
(Gesetz von Amontons) 


Isobare Zustandsänderung 
(Gesetz von Gay-Lussac) 


Kinetische Gastheorie (für das ideale Gas) 


Anzahl N der Gasteilchen a Avogadro-Konstante 


Vmn=- Stoffmenge 
r Volumen 
fl 
— 3 
JR: T 


Mittlere kinetische Energie Ey Boltzmann-Konstante 
der Teilchen des ıdealen Gases Temperatur 

Anzahl der Teilchen 
mittlere kin. Energie der 
Teilchen 

mittlere quadrat. 
Geschwindigkeit 
Masse eines Teilchens 
Dichte des Gases 
Druck 

Volumen des Gases 
Normdruck 

molares Normvolumen 
Normtemperatur 


Innere Energie U des 
idealen Gases 
Grundgleichung der kinetischen 


Gastheorie 
C, 119-1 


Quadratisch gemittelte 
Geschwindigkeit v, der Teilchen 


Inın |] ask | R m Vn 
Universelle Gaskonstante R_ _ — 8.314510 V(K - mol) 


n 
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Größen und Einheiten der Elektrizitätslehre und des Magnetismus GC 120-1 


Einheiten Beziehungen zwischen 
Name Zeichen |unterschiedlichen Einheiten 


Elektrische Arbeit V Joule I1=1W-8=1V:A-s$ 


Elektrische Energie | Wattsekunde ; 1ıW-s=1J 
Kilowattstunde kW 1kW:h=3,6 MJ= 3,6: 10°W --s 
Elektronvolt leV=1,6022:- 101° J 


Elektrische Volt durch Meter 
Feldstärke 

Elektrische C Farad 

Kapaziıtät 


Elektrische Spannung a Volt 
Elektrisches Potenzial 


Elektrische 

Stromstärke 
Elektrischer 
Widerstand 


Induktivität 


Maenetische 
Flussdichte 
Magnetischer Fluss 


Permeabilıtät 


Permittivität 


Spezifische elektrische Widerstände © 120-2 


Metalle Q.mm? |Kohle und Wider- Halbleiter und 


on standslegierungen Isolierstoffe 


Ma bs neh Loc Mm [0 
a u Polyvinylchloridpvc  [10'... 
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Relative Permittivitäten eg, (Permittivitätszahlen) 


Son 
Harpopier [35.5 


Er 
35.,;3 
Keramische 100 IR 
Werkstoffe für 10000 
Kondensatoren rn an DEE 


Stoff Anfangsper- |Maximalper- Anfangsper- |Maximalper- 
meabilität u,, |meabılität U,.max meabilität u, |meabilität U, nax 

Blektrolyteisen Sonderlegierungen |bis 100000 |bis 300000 

300... 3000 Technisches Eisen 7000 


Nickel-Eisen- |2700 20000 Transformatoren- 600 7600 
Legierung blech 


Hall-Konstanten Ay 


Spektrum elektromagnetischer Wellen 


ach A in Frequenz f in Hz Wellenlänge } 


Hertz’sche Wellen 
Langwellen 1,5: 10° bis 3: 10° 2 000 m bis 1000 m 
Mittelwellen 0,5 : 10° bis 2: 10° 600 m bis 150 m 
Kurzwellen 0,610’ bis2- 107 50mbis 15m 
Ultrakurzwellen 10° bis 3 - 10° 30mbislm 
Mikrowellen 3 - 10° bis 10° l m bıs 0,03 mm 

Lichtartige Strahlung 
infrarotes Licht 10°” bis 3,9 - 10'* 0,3 mm bis 770 nm 
sichtbares Licht 39:10 b8 7.7: 10° 770 nm bis 390 nm 


Rot 3,9 - 10° bis 4,7: 10'* 770 nm bis 640 nm 
Orange 4,7 j 10° bis y> 10'* 640 nm bis 600 nm 
Gelh 5. 10!* bis 5,3 - 10"? 600 nm bis 570 nm 
Grün 53:10 bis6,1:10° 570 nm bis 490 nm 
Blau 6,1: 10'* bis 6,5 - 10'* 490 nm bis 430 nm 
Violet 7-10 bis 7,7- 10° 430 nm bis 390 nm 


ultraviolettes Licht 7.7: 10'* bis 5 - 10! 390 nm bıs 5nm 


Röntgenstrahlung 3-10 bis 3 - 10° IOnmbis 0,Inm 
Gammastrahlung 10'° bis 10” 300 pm bıs 0,003 pm 
Kosmische Strahlung 10°! bis 10°° 0,3 pm bıs 0,0003 pm 
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| Ä allgemein, ohne Kenn- 
Transformator mit 5 


Schaltzeichen 
Leiter, Leitung, Strom- Relais a Fotoelement, 
| weg mit Schließkontakt —4H— | Fotozelle 
Abzweig von ——- | Widerstand, allgemein N | 
Tr ? Leitern m Fotodiode 
| Widerstand mit 
—+- | Doppelabzweig von Schleifkontakt, % 
Leitern Potenziometer —>— | Leuchtdiode 
| | Erde, allgemein Ww; u 
_— iderstand mit © Ä 
| Verbindung mit der = Schleifkontakt, ein- EEE 
Erde stellbar R Glühlampe 
1 „|, | Masse, Gehäuse N OHR 
+ Widerstand Ä 
| veränderbar lnalampe 
S Anschluss (z. B. Buchse) 
N Lautsprecher, 
| | Fotowiderstand ud | En 
® Verbindung von . allgemein 
Leitern - 22T | Heizelement 
( ) | Mikrofon, allgemein 
€ =< | Buchse, Pol einer Al Kondensator 
DERRÜOEE | [allgemein ] | Hörer, allgemein 
=— <— | Stecker, Pol eines JE | 
Kondensator, gepolt | 
Steckers nu ‚SP en Summer 
BE n.\chsernd Stecker m | Spule, Wicklung @ Generator, . 
—<- | Steckverbindung nicht umlaufend 
 iskırische Energie- PN [| Spule mit Eisenkern Generator 
quelle, allgemein 
| Primärzelle, Akk LuuJ | Transformator EEE 
— rimärzelle, Akku- ss : ER . 
mulahne mit zwei Wicklungen © Eihuimemehur 
-ı./H- | Batterie von Primär- BE Transformator: ver- <__ | Thermoelement 
zellen, Akkumulatoren- a änderbare Kopplung u j | 
batterie & Messgerät, anzeigend, 
Sicherung, allgemein mM |mi else re — der Mess 
ee einer Wicklung = 
. ’ Antenne, allgemein 
— N | Öffner 
—>H- | Halbleiterdiode Spannungsmessgerät 
+7 | Wechsler mit Unter- E | 
brechung SD npn- Iransıstor Leistungsmessgerät 
B 
— _„ _ | Zweiwegschließer mit 
. Mittelstellung „Aus“ (D Galvanometer 
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Gleichstrom 


Elektrische Stromstärke / ) elektrische Ladung 
' Zeit 
elektrische Arbeit 
Elektrische Spannung U iR elektrische Leistung 


Elektrischer Widerstand R 


Ohm'sches Gesetz UnI 
(bei konstanter Temperatur) U=R- I(für R=konst.) 


Widerstandsgesetz ) spezifischer elektrischer Wider- 
stand 
Länge des Leiters 
Querschnittsfläche des Leiters 


Elektrische Energie E,ı Bolt elektrische Spannung 

Elektrische Arbeit W,, WM =AE=U"J-t elektrische Stromstärke 
Zeit 

Elektrische Leistung Paı 


I=h=h=..=1, 
V=-Urlstr..trl%, 
Res=Rı tt... 


Spannunesteilerregel we _s hı _ R 
p gstellerrege TA? ER 


Reihenschaltung von Spannungsquellen Parallelschaltung von Spannungsquellen 
V=Ut%b+.,.t%U, Für gleiche Spannungsquellen gilt: 
Gel Warm 
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Kirchhoff’sche Gesetze 


l. Kirchhoff’sches Gesetz (Knotensatz) 


>L,u — ls, 


Gesamtspannung 
U, Teilspannung 
Rı, Rs Teilwiderstände 
R, Lastwiderstand 


Ro 


U — U 
 Rı+R+S& 


Schaltung von Kondensatoren 


Reiıhenschaltung von Kondensatoren 


u 
a 


—+t,.,..+ 

C) G 
U=U,+ +... + U, 
VO =-0 = &=-..=(, 


2. Kirchhoff’ sches Gesetz (Maschensatz) 


Gesamtspannung 
Stromstärke der Brücke 
R}, R,, R;, Ra Teilwiderstände 


Absgleichbedingung: 
.Rı_ Rs 
/=0, wenn — = 


R Ra 


Parallelschaltung von Kondensatoren 


Ce tar. ri 
Ude md, 
9 -gtrbtr..tro 
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Elektrisches Feld 


Elektrische Ladung O 
- allgemein 


— für / = konst. 


Coulomb’sches Gesetz 


(Kraft Fzwischen zwei Punkt- 


ladungen) 
GC 125-1 


© 125-1 


Elektrische Feldstärke £ 
- allgemein 


-ım homogenen Feld eines 
Plattenkondensators 


-ım Abstand r von einer 
Punktladung O ım Vakuum 


Elektrisches Potenzial & 


Kinetische Energie Ex;n eines 
Ladungsträgers nach der 
Beschleunigung ın einem 
elektrischen Feld 


Elektrische Kapazität C 
- allgemein 


— für eines Plattenkondensator 


Energie E.ı des elektrischen 
Feldes ım Plattenkondensator 


Aufladen eines Kondensators 
C, 125-2 


Entladen eines Kondensators 
C, 125-3 


ASt: ©9772 


p= | E(s)d3 


im Radialfeld: 9 = C 


AST- &g r 


Exin = U 


für ein Elektron: An =e: U 


4 


l 


elektrische Stromstärke 
Zeit 


O,0; Punktladungen 


€ 
Er 
rY 


elektrische Feldkonstante 
relative Permittivität 
Abstand der Punkt- 
ladungen voneinander 


Kraft 

elektrische Ladung des in das 
Feld gebrachten Probekörpers 
elektrische Spannung 
Abstand der Platten 
voneinander 

felderzeugende elektrische 
Ladung 

elektrische Feldkonstante 


elektrische Feldstärke 
Wes 

elektrische Ladung 
Abstand 


elektrische Spannung 
elektrische Ladung 
Elementarladung 


elektrische Ladung 
elektrische Spannung 
elektrische Feldkonstante 
relative Permittivität des 
Stoffes ım Plattenkonden- 
sator 

Fläche eıner Platte 
Abstand der Platten 


Kapazität des Kondensators 
elektrische Spannung 


elektrische Spannung am 
Kondensator 
Widerstand 

Zeit 

elektrısche Stromstärke 
Anfangsstromstärke 
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Magnetisches Feld 


Masgnetische Flussdichte B F (für Bsenkrecht |- Kraft auf den stromdurchflossenen 
—- allgemein “= I:l zur Stromrich- Leiter im magnetischen Feld 
tung) elektrische Stromstärke 
Abstand vom Leiter 
Länge des Leiters bzw. der Spule 

- außerhalb eines geraden : Windungszahl der Spule 

stromdurchflossenen Leiters De Ug+U:° >. relative Permeabilität 

u u, magnetische Feldkonstante 

— bei homogenem Feld im Inneren N-I ug =4n - 10°’ H/m 

einer langen Spule B=W'U T 


Magnetischer Fluss ® D®=B-A 
(für B= konst.) 
Für dıe Fläche A gilt: 
A= Ag:c0sa 


Leiterschleife”—) Ao 


Kraft A auf einen bewegten FL -0-VxB O elektrische Ladung 
Ladungsträger (Lorentzkraft) FL=0:v-B (fürY LB) v Geschwindigkeit 
B magnetische Flussdichte 
@ 126-1 Für negativ geladene Teil- 
chen gilt die Linke-Hand- 
Regel („Drei-Finger-Regel 
der linken Hand“). 


Kraft Fauf einen stromdurch- F=1-I-B (für Bsenk- Länge des Leiters 
flossenen Leiter recht zur Stromrichtung) elektrische Stromstärke 
magnetische Flussdichte 


Hall-Spannung Uy ae 7 elektrische Stromstärke des 

| 5 Gleichstroms durch die Folie 
magnetische Flussdichte 
senkrecht zur Folienfläche 
Hall-Konstante 
Dicke des Leiterbandes 
Elektronendichte ın der Folie 
Elementarladung 
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Elektromagnetische Induktion, Transformator © 127-1 © 127-1 


Induktionsgesetz 
— für eine Leiterschleife 


— für eine Spule 


— Tür einen bewegten Leiter 


Selbstinduktionsspannung U; 

in einer Spule 

- allgemein 

— bei gleichmäßiger Änderung der 
Stromstärke 

Induktivität 

für eine lange Spule 


Energie Emag des magnetischen Feldes 
einer stromdurchflossenen Spule 


Spannungsverhältnis am unbelasteten 
(idealen) Transformator 
Spannungsverhältnis am stark 
belasteten Transformator 


Wechselstrom 


Momentanwert 
— Wechselspannung u 


— Wechselstromstärke i 


Eifektivwert 
— Wechselspannung U 


— Wechselstromstärke / 


Leistung 


— Wirkleistung Pw 


— Scheinleistung Ps 


— Blindleistung 


— Leistungsfaktor cos @ 


U Um sin (0-t+Q,) 


= imax sin (0-t+@,) 


Pw=U:I:cosß= Ps'coso 
Ps= U-J 
Pp=-U: sm = Ps’ımg 


cos po = W 
=. 


magnetischer Fluss durch eine 
Leiterschleife 
Induktionsspannung 
Windunsszahl der Spule 
magnetische Flussdichte 
Länge des Leiters 
Geschwindigkeit des Leiters 


Induktivität 
elektrische Stromstärke 
Zeit 


magnetische Feldkonstante 
relative Permeabilität 
Windungszahl 
Querschnittsfläche der Spule 
Länge der Spule 


Induktivität der Spule 
elektrische Stromstärke 


Primärspannung 
Sekundärspannung 
Windungszahl der Primärspule 
Windungszahl der Sekundär- 
spule 

Primärstromstärke 
Sekundärstromstärke 


Umax » Imax Scheitelwert (Amplitude) 
der elektrischen Spannung 
bzw. Stromstärke 
Kreisfrequenz 
Phasenwinkel 
Zeit 


Phasenverschiebung zwischen 
Stromstärke und Spannung 
Effektivwerte der elektrischen 
Spannung bzw. Stromstärke 
Zeit 
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Widerstände im Wechselstromkreis 


Ohmscher Wider- 
stand R 
] 
Bde 
1 


Strom und Spannung laufen 


ın Phase. 


Induktiver Wider- 
stand X7 einer 
Spule 


Kapaziıtiver Wi- 
derstand Xc eines 
Kondensators 


Reihenschaltung 
von R, X], und Xc 


Parallelschaltung 
von R, X, und Xc 


Thomson’sche Schwingungs- 
gleichung 


Eigenfrequenz f eines elektro- 
magnetischen Schwingkreises 


Eigenfrequenz f eines Dipols 


Ausbreitungsgeschwindigkeit c 


Blindwiderstand X‘: 


Scheinwiderstand Z: 


Effektivwert der 
Spannung 
Effektivwert der 
Stromstärke 
Kreisfrequenz 
Induktivität 
Kapazität 
spezifischer 
elektr. Wider- 
stand 

Länge des Leiters 
Querschnitts- 
fläche des Leiters 


Z=vyR+X? 


(Wechselstromwiderstand) 


Blindwiderstand X‘: 


Scheinwiderstand Z: 


(Wechselstromwiderstand) 


ungedämpft (R=0):f= 


| 


ER RETN EE M 


Periodendauer 

Induktivität 

Kapazität 

ohmscher Widerstand 
Ausbreitungsgeschwindigkeit 
Länge des Dipols 


Wellenlänge 

Frequenz 

elektrische Feldkonstante 
magnetische Feldkonstante 
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Größen und Einheiten der pi 


Einheiten Beziehungen zwischen 


Größe Kor 
zeicl Name Zeichen |unterschiedlichen Einheiten 
Brechwert dpt l 


Brennweite Meter, Zentimeter, m, cm, mm | 1m = 100 cm = 1000 mm 
Gegenstandsweite Millimeter 
Bildweite 


Lichtgeschwindigkeiten und Brechzahlen G 129-1 


(Die angegebenen Brechzahlen n beziehen sich auf den Übergang des Lichtes aus dem Vakuum in den betref- 
fenden Stoff für die gelbe Natrıiumlinie (A = 589,3 nm). Die Werte für die Lichtgeschwindigkeit sind gerundet.) 
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum: 2,997 92458 - 10° m/s = 300000 km/s 


ein _ penmin _ 
En u 


Wellenlängen einiger Spektrallinien 


Pr 773277: Fee 


blau 
blaugrün 
gelb 

rot 
dunkelrot 


Quecksilber 


Wasserstoff 410,17 (H,) 
(Balmer-Serie) 434,05 (H,) 
486,13 (H,) 
656,27 (H,) 
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Strahlenoptik 
Reflexionsgesetz Geil 


a  Einfallswinkel einfallender“/ 
ad  Reflexionswinkel Lichtstrahl | Lichtstrahl 


Der eıinfallende Lichtstrahl, das Einfallslot und der reflektierte Lichtstrahl liegen ın 
einer Ebene. 


Brechzahl n eines CYakuum 
3 g n = 
optischen Mediums CMedium 


Ein Medium | nennt man optisch dichter als ein Medıum 2, wenn n, > n> gilt. Die 
Lichtgeschwindigkeit ist in einem optisch dichteren Medium also kleiner als ın 
einem optisch dünneren Medium. 


Brechungsgesetz sina m cı inne 
sinß m & Lichtstrahl 


Brechzahl des Mediums | n,<n, 
Brechzahl des Mediums 2 

Lichtgeschwindigskeit im Medium 1 : Ä gebrochener 
Lichtgeschwindigkeit im Medium 2 Lichtstrahl 


Grenzwinkel ds Totalreflexıon tritt ein, wenn der Einfalls- | 

der Totalreflexion winkel größer als der Grenzwinkel der optisch dünneres Medium 
Totalreflexion ist. (z.B. Luft) 
Für den Grenzwinkel ag gilt: j% a, 


NZ p. 
sn dcs — — für n] > N5 
nı 


Brennpunkt einer 

Linse; 

Brechwert D einer Linse | Strahlen, die parallel zur optischen Achse 
verlaufen, werden so gebrochen, dass sie 
nach Durchgang durch eine Sammellinse 
alle durch einen Punkt, den Brennpunkt F, 
verlaufen. 


l Be | 
D=-- (Brennweite fin Meter) ‚ Linsen-  Brenn-, 
- /ı\ebene ebene 


Brennpunkt 


Abbildungsgleichung A f Brennweite 

(für dünne Linsen): r &\ Gegenstandsweite 
wu Bildweite 

Gegenstandsgröße 

Bildgröße 

Kugelförmige MS- Radius des kugel- 

Hohlspiegel 2, —__ | törmigen Hohl- 

spiegels 


Abbildungsmaßstab A 


Wellenoptik 


Ausbreitungsgeschwindigkeit A 
einer Lichtwelle f 


Interferenz am Einzelspalt 
— für Maxıma 


— für Mıniıma 


Interferenz am Doppelspalt 
— für Maxıma 

(konstruktive Interferenz) 
— für Minıma 


(destruktive Interferenz) f 


131-1 Sn 
© 131-1 


En 


Interferenz am Gitter 
für Hauptmaxima 


Interferenz dı 

an dünnen Schichten f dv 

(reflektiertes Licht) n 
A 


(m = 


Auflösungsvermögen Damit zwei Punkte noch ge- A 

optischer Geräte trennt wahrgenommen werden |d 
können, muss für den „Sehwin- 
kel“ a, unter dem sıe vom Ob- 
jektiv auserscheinen, gelten: 


A 
en ee 
zz E 7 


Brewster’sches Gesetz N» Os 


Wellenlänge 
Frequenz 


Spaltbreite 

Wellenlänge 

Abstand zwischen dem n-ten 
jeweiligen Maximum/Minimum 
und dem Maximum O-ter 
Ordnung 

Abstand zwischen dem n-ten 
Interferenzstreifen und dem 
Doppelspalt bzw. dem Gitter 
Abstand der Spalte 
(Gitterkonstante) 


=.) Einzelspalt 
‚3,...) Doppelspalt 


Schichtdicke bei Auslöschung 
Schichtdicke beı Verstärkung 
Brechzahl der Schicht 
Wellenlänge ım Vakuum 


‚5 a Bas ABB 


Wellenlänge des Lichts 
Durchmesser der Blendenöffnung des 
Objektivs 


Polarısationswinkel 


(Lichtwellen) nı nı,na Brechzahlen der Medien I und 2 


Dopplereftekt für Licht 
(bewester Sender, 
ruhender Empfänger) 


vom Empfänger gemessene 
Frequenz 

Frequenz des Senders 
Relatıvgeschwindigkeit 
zwischen Sender und Empfänger 
Lichtgeschwindigkeit 
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Spezielle Relativitätstheorie 


Spezielle Relativitätstheorie 


Galileitransformatıon 


Lorentzfaktor k 


Lorentztransformation 


Relativistisches 
Additionsgesetz für 
Geschwindigkeiten 


Zeitdilatatıon 


Längenkontraktion 


Relatıvistische Masse 
© 132-1 


Relatıvistische 
kinetische Energie 


Masse-Energie- 
Beziehung 


S— $ 
x —=k(x-v»i) 


$7— 
x=k 


5 
(X +V:f) 


Koordinate in einem 
Inertialsystem $ 
Koordinate ın einem 
zweiten Inertialsystem $’ 
Relatıvgeschwindigkeit 
Zeiten ın den jeweiligen 
Systemen 
Lichtgeschwindigkeit 


Koordinate in einem 
Inertialsystem $ 
Koordinate in einem 
zweiten Inertialsystem 5’ 
Relatıvgeschwindigkeit 
Zeiten ın den jeweiligen 
Systemen 
Lichtgeschwindigkeit 


Lorentzfaktor: k = 


' Geschwindigkeit des 


Körpers von S bzw. von 
S’ aus gemessen 
Relativgeschwindigkeit 
zwischen S und $’ 
Lichtgeschwindigkeit 
Zeiten ın den jeweiligen 
Systemen 

Längen ın den jeweiligen 
Systemen 

Lorentzfaktor 


Gesamtenergie 
Lichtgeschwindigkeit 
Geschwindigkeit 
Ruhemasse 
Ruheenergie 
Lorentzfaktor 
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Quantenphysik 


Formeln und Gesetze zur Quantenphysik 


Energie Feines 
Lichtquants 


Energiebilanz beim 
Fotoefiekt 


Austrittsarbeit Wı 
(Auslöseenergie) 
Masse m eines 
Lichtquants 


Impuls p eines 
Lichtquants 


Compton-Effekt 
— Energiebilanz 
— Wellenlängenänderung 


h-Jfo = Erin + hf 
AA=Ac(l -cos B) mit 


De-Broglie-Wellenlänge A 
© 133-1 


Heisenberg’sche 
Unbestimmtheitsrelation 


Energie-Zeit-Unschärfe- 
relation 
Bohr’sche Frequenzbedingung 


Moseley-Gesetz 


Spektrallinien für das H-Atom 
Ö 133-1 


— Lyman-Serie |„=1:; m=2,3,4 
— Balmer-Serie |„=2. m=3,4, 5 


cn m 


9 P) 


1 


Planck’sches Wirkungsquantum 
(h = 6,6261: 10°°° Js) 
Frequenz 
Lichtgeschwindigkeit 
Wellenlänge 

Exin Kinetische Energie 

W, Austrittsarbeit 

fs  Grenzfrequenz 


Frequenz des auftreffenden Quants 
Frequenz des gestreuten Quants 

in kinetische Energie des Elektrons 
Compton-Wellenlänge 
Ruhmasse des Elektrons 
Streuwinkel 
Impuls 
Geschwindigkeit des Teilchens 
Planck’sches Wirkungsquantum 


Unschärfe der Ortskoordinate 

© Unschärfe der Impulskoordinate 
Unschärfe der Energie 
Unschäfrfe der Zeit 
Planck’sches Wirkungsquantum 


abgegebener Energiebetrag 
Bezeichnung der Enersgie- 
zustände des Atoms 
Frequenz der K „-Linie 
Ordnungszahl 


Rydberg-Frequenz 
für das Wasserstoffatom 


Ru = 3,289 841 96 -10!° Hz 


Austrittsarbeiten W, der Elektronen aus reinen Metalloberflächen © 133-2 


Aluminium 
Barıum 


Cadmium 
Caesıum 
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Atom- und Kernphysik — Größen, Einheiten, Werte 


Größen und Einheiten der Kernphysik und im Strahlenschutz 


Einheiten Beziehungen zwischen 


Name Zeichen unterschiedlichen Einheiten 


Bq 
kg 
Du 
u 


Energiedosis 


& 
1 u= 1,660539 - 10“ "ke 


relative Atommasse A, l (die relative Atom- i- MA 
masse ıst eine Zahl) Tg 


Atommasse atomare Masseneinheit 


Eigenschaften ausgewählter Teilchen 


Leptonen 


Teilchen / Antiteilchen Ruhemasse in MeV :c” 


0/0 


Quarks 


Ladung in e 


42 


Charm / Antı-Charm 


+ 1 |+ 
wir | we | vs 
— mm 
| [+ 
> wm Tells 


wm [el 


104 + 26/-34 
170900 + 1800 


4200 + 170/-70 


Strange / Anti-Strange 


Top / Anti-Top 1 
Bottom / Antı-Bottom _ 


| 
> 


= 


ui 

— 

ni, 

sl I wol 
Fr 
wm | Wels 


FE] [2 
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Alpha-, Beta- und Gammastrahlung 


P-Strahlung Thermische Schnelle 
y-Strahlung Neutronen Neutronen 
Röntgenstrahlung 


Natürliche Zerfallsreihen © 135-1 
(Umwandlung radioaktiver Nuklide zu stabilen Kernen) 


Thorium-Reihe Uran-Actinıum-Reiıhe Uran-Radium-Reihe 
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Auszug aus der Nuklidkarte (vereinfacht) © 136-1 


Jahr ms Millisekunde 


Tag Ns Mlikrosekunde Ausschnitt aus der Nuklidkarte 


Stunde im Bereich der leichten Elemente 
Minute 


Sekunde 


En rn en 


Si 
14 1 38.0855 
Mg 


Al Al 22 
26,981539 70 ms | 
| -: I | 
lan Na19 | Na20 | Na21 
22.989768 le 


Ne 
10 20.1797 


18,998403 


012 | 013 | 014 | 015 WEG 
8,58 ms 70,595 2.03 m 99,762 
| | Il En | BEER = u ae ea 
N11 N12 | N13 N 15 | 
110ms | 996m 0,366 | 


Ausschnitt aus der Nuklidkarte 
im Bereich 
der natürlichen Zerfallsreihen 


Be 
4 9.012182 


U 
92 | 238.0289 


He 
2 | 4.002602 


Pa 
231,03588 


H 
1,00794 


Th 
232,0381 


Ac 
227.0278 


Ra 
88 | 226.0254 


| 
® 100 


| Pb 207 | Pb 208 


EL Hs 196 MR Hs 1508| Hg 199 | Hg 200 | Hg 201. | Hg 202 
15h 0,15 64h 16,87 23,10 13,18 


110 112 | 11a | T 11 | I 118 120 129 124 126 128 


Nuklidkarte 13 7 


Ssı29 [| Si30 
4,67 3,10 


= U234 U235 22 
_0,005 0,7200 


If 
a 


h 
| 
2 EEE 


10 


Zahl der Protonen 


Zahl der Neutronen 


Elemente Stabile Nuklide Nuklide, die bei der 
130 132 Bildung der irdischen 
Elementsymbol Elementsymbol Materie entstanden 


Y 


Seele «— Nassenzahl 


=+—- |sotopenhäufigkeit 
in Prozent 


relative Atommasse 
226,024 Ie«- (Mittelwert entsprechend 
Isotopenhäufigkeit) 


U 238 
a2 


Instabile (radioaktive) Nuklide 


Elementsymbol 


#- Massenzahl 


=— Halbwertszeit 
B=-Zerfall 


Elektronen- 
einfang oder 
B*-Zerfall 


&-Zerfall 


4 = 4 Zerfallszweig mit 
geringer Häufigkeit 

M Zerfallszweig über Spon- 
tanspaltung mit geringer 
Häufigkeit 


Nach: G. Pfennig, H. Klewe-Nebenius, W. Seelmann-Eggebert: Karlsruher Nuklidkarte. 6. Aufl. 1995, Copyright by Forschungszentrum Karlsruhe GmbH 
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Halbwertszeiten und Zerfallsarten ausgewählter Radionuklide © 138-1 


Element Nuklid (Isotop) |Atommasse in u Halbwertszeit |Zerfallsart Zerfallsenergie 
+ 


Ann MELTTEE 268 


N: BENUTZE En 
137375 


chi Scı 37,9680106 37,3 min 

BR 19624031 Fer 
45 

Ko 

Io 

Cä 

a 


osphor 
ılor 
Kalıum 

balt co 50.933814 526. 

FIIR 

Kıypion [Kr ZEIEE 
d 

isıum 

don 

dıum 


DEE LE Eh 
ma are 209.98416 

CHEN E77 HE 
Pobalın ER 209,98258 a 


R Rn BUTTER Tr VE [+ EEE 
rn Bon: a 
SU 


8 
Ra Ra 226,0254026 1601 a a A 
ui BE a 
Thorium Be Th 232,0380504 141:10%a la 000 Ta 0000 
Kun EEE GE 


SU ER A a am 


SU a 

gu 238.05077 5 

0 11T hm 
PP 
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Atom- und Kernphysik — Formeln und Gesetze 


Fundamentale Wechselwirkungen (Standardmodell) 


Kraft (Wechsel- |wırkt auf die wirkt auf Austausch- Reichweite relative Stärke 
wirkung) Eigenschaft teilchen 


Elektromag- elektrische elektrisch Photon 
netische Kraft |Ladung geladene Teilchen 


Starke Kraft Farbladung Quarks, also auch |Gluon i0 m | 
auf Kernteilchen 
Schwache Kraft |schwache alle Teilchen W- und Z-Boson | 10°" m 10" 
Ladung 
Gravitations- Masse alle Teilchen Graviton | h 10 
kralt (hypothetisch) nimmt mit - a 


Atomhülle 
Bohr’sche Frequenzbedingung |h-f = E„— E„ =AE 
Moseley-Gesetz 


nimmt mit - _ _ ab 


AE abgegebener Energie- 
betrag 

n, m Bezeichnung der Energie- 
zustände des Atoms 

fx. Frequenz der k„-Linie 

Z  Ordnungszahl 

Rıu Rydberg-Frequenz 
für das Wasserstoflatom 
Ryı = 3,290 - 10° Hz 


Spektralserien für das H-Atom 


—- Lyman-Serieln=1; m=2, 3,4, .. 
-BamerSerieln=2; m=3,4,5, ... 


violett ultraviolett 


Energie E,ım linearen Planck’sches 
Potenzialtopf a | Wirkungsquantum 
(h = 6,626: 10 °° Js) 
Masse 
Breite des Potenzialtopfs 
Masse des Elektrons 
Elementarladung 
elektrische Feldkonstante 
‚ Rydberg-Konstante 
(Rx = 1,097: 10’m' 


300 Aınnm 


Energieniveaus für das 
Wasserstoffatom 
© 139-1 
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Atomkerne, Kernstrahlung, Kernenergie 


Für die Nuklide eines Elements (= Atomsorten, die sıch nur ın der 
Anzahl der Neutronen unterscheiden) schreibt man: $X 

X ıst das Elementsymbol, 

A dıe Massenzahl, 

Z. die Ordnungszahl (Anzahl der Protonen) 


Symbolschreibweise 


Für andere Teilchen X haben die Buchstaben A und Z in der Schreib- 
weise 3X folgende Bedeutung: 

A ıst wie bei Elementnukliden die Massenzahl, und Z gıbt die Ladung 
(in Vielfachen der Elementarladunge) an. 


Atomare Masseneinheit u m, Atommasse 
atomare Masseneinheit 


Relatıve Atommasse A, 


Protonenanzahl (Kern- 
ladungszahl, Ordnungszahl 
a-Zertall im Periodensystem) 


N Neutronenanzahl 
P-Zerfall 


X,Y Symbol des Elements 


X* angerestes Radionuklid 
y-Zerfall AX+ —AX +0 


Massendefekt Am 
© 140-1 


Kernbindungsenergie Fg 


Halbwertszeit 7» 


Zerfallsgesetz 
C, 140-1 


Aktivität A eines Radıionuklids 


Energiedosis D 


Äquivalentdosis 


Ionendosıs J 


Protonenanzahl 
Neutronenanzahl 
Masse eines Protons 
Masse eines Neutrons 
Gesamtmasse des Kerns 


 Massendefekt 


Lichtgeschwindigkeit 


Zerfallskonstante 
Anzahl der Kerne zum 
Zeitpunktr=0 
Anzahl der Kerne zum 
Zeitpunkt’ 

Zeit 


Anzahl der ın der Zeitdauer 


At zerfallenen Kerne 
aufgen. Strahlungsenergie 
Anfangsaktivität 

Masse des bestrahlten 
Körpers 


Energiedosis 
Qualitätsfaktor 

Betrag der von ıonisierender 
Strahlung in Luft gebildeten 
elektrischen Ladung 

Masse der Luft 


Chemie 


Übersichten zur Chemie 


Chemische Elemente 6 141-1 


Die Werte ın eckigen Klammern geben die Atommassen der längstlebigen zurzeit bekannten Atomart des 
betreffenden Elements an. 
Die Massenzahlen der Elemente sind nach der Häufigkeit der natürlich vorkommenden Isotope (Atomarten) 


geordnet. 


Actinıum 
Aluminium 
Americium 
Antimon 
Argon 
Arsen 
Astat 


Barıum 


Berkelium 
Beryllium 
Bismut 
Blei 

Bor 

Brom 


Cadmium 


Atommasse 


Massenzahlen 


natürlicher 
Isotope 


227; 228 
21 


121:123 


21552165218 


138;13.)3 136;:133; 


134; 130; 132 


9 
209 


208; 206; 207; 204 


11:10 
79; 81 


141 


Oxidationszahlen Elektro- 


(häufig negativi- 
auftretende) tätswert 


114:112: 1112: 710; 
113; 116; 106; 108 
Caesıum ; x 1.33 


Calcium a | 40; 44; 42; 48; 43; 46 
Calıfornium | | 

Cer 38 | 140; 142; 138; 136 
Chlor 35,: 33,37 

Chrom | 32:33: 0534 
Cobalt o | 59 +2;+3 
Curium | 


+1; +3; +5; +1; —1 
+23,+3,+6 


Dysprosium 164: 162; 163; 161; 


160; 158; 156 


Einsteinium | 

Eisen ’e 26 56; 54; 57; 58 

Erbium | 68 | 166; 168; 167; 170; 
164; 162 

Europium | | 153; 151 


Fermium 
Fluor 
Francıum 


158; 160; 1565157; 
155; 154; 152 
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Atommasse 
in u 
(gerundet) 


Element 


Kohlenstoff 
Krypton 
Kupfer 


Lanthan 
Lithium 
Lutetium 


Magnesium 
Mangan 
Molybdän 


Palladıum 


Phosphor 
Platın 


Plutonium 
Polonıum 


Praseodym 
Promethium 
Protactinium 


Radıum 
Radon 
Rhenıum 
Rhodium 
Rubidium 
Ruthenium 


nn 


Isotope 


Elektro- 
negativi- 
tätswert 


Oxidatıonszahlen 
(häufig 


Massenzahlen 
natürlicher 
auftretende) 


69; 71 
74: 72; 70; 73; 76 
197 


180; 178; 177; 179; 
176; 174 

4; 3 

165 


115113 
127 
193; 191 


39; 41; 40 

12; 13 

84; 86; 83; 82; 80; 78 
63; 65 


139; 138 
1,6 
175; 176 


24; 26; 25 
55 

98; 96; 95; 92; 100; 
97:94 


23 

142; 144; 146; 143; 145; 
148; 150 

20;22; 21 

237 

58; 60; 62; 61; 64 

93 


192; 190; 189; 188; 
187; 186; 184 


106; 108; 105; 110; 
104; 102 

31 

195; 194; 196; 198; 
192; 190 

239 
209:210:211::212; 
214; 215; 216; 218 
141 

147 

231,234 


202; 200; 199; 201; 
198; 204; 196 


223.224: 226:228 
218:219:220;222 
187; 185 

103 

85,87 

102; 104; 101; 99; 
100; 96; 98 


152; 154; 147; 149; 148; 


“ 


150; 144 
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Oxidationszahlen Elektro- 
(häufig negativi- 
auftretende) tätswert 


Atommasse Massenzahlen 
Inu natürlicher 


| (gerundet) ı Isotope 


Sauerstoff 16: 18:17 

Scandıum | ß 45 

Schwefel | | | 32; 34; 33; 36 

Selen 80; 78: 82:76; 77: 
74 

Silber | | 107; 109 

Sılıcıum | | 28; 29; 30 

Stickstoff | 14; 15 

Strontium ‚3 88; 86; 87; 84 


Tantal | | 181; 180 

Technetium | 

Tellur y 2.1.3 130:128; 126;:125; 
124: 122; 123:120 

Terbıium | J 159 

Thallıum 3 Ä 205; 203 

Thorıum | 132 227; 228: 230; 231; 
234 

Thulium m 6 169 

Titan | , 48; 46; 47; 49; 50 


238; 234; 235 


1:2 
184; 186; 182; 183; 
180 


+4 | 
+5r5376 
+3 


+1:-1 
+6 


Wasserstoff 
Wolfram 


132; 129; 131, 134; 
136; 130; 128; 124; 
126 


1/4; 172; 173; 171; 176; |+3 
170; 168 
89 


64; 66; 68; 67; 70 
120:118; L1& L19: 
117; 124; 122; 112; 
114; 115 

90; 94; 92; 91; 96 


Ionen- 
radıus in 
102m 


50 (+3) 
135 (+2) 
31(+2) 
195 (— 1) 
169 (+1) 
97(+2) 
i8i(-1) 
64 (+3) 
136-1 


133 (+1) 
72.(+2) 
60 (+1) 
65 (+2) 
95(+1) 

212(- 3) 

148 (+1) 

140 (2) 


184 (— 2) 


198 (- 2) 
126 (+1) 

41 (+4) 
171(- 3) 
113 (+2) 
221 (-2) 

74 (+2) 


2 
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Chemische Zeichen und Namen von lonen 


Chemisches | Name Chemisches 
Zeichen Zeichen 


Ammonıum-Ion > Sulfat-Ion Phosphat-Ion 
Fluorid-Ion | Hydrogensulfat-Ion Ti Hydrogen- 
Chlorid-Ion O0: Sulfit-Ion phosphat-Ion 
Bromid-Ion R Hydrogensulfit-Ion | Dihydrogen- 
Iodıd-Ion O: Nitrat-Ion phosphat-Ion 
Oxıd-Ion N Nitrit-Ion CIO. Chlorit-Ion 
Hydroxid-Ion 0; Carbonat-Ion E Chlorat-Ion 
Hydrid-Ion Co; Hydrogen- | Perchlorat-Ion 
Wasserstoff-Ion carbonat-Ion x Sulfid-Ion 
(Proton) | Cyanid-Ion Hydrogensulfid-Ion 
Hydronium-Ion | Chromat-Ion Formiat-Ion 
Acetat-Ion 


14 


tetradeca 
pentadeca 
hexadeca 
heptadeca 
octadeca 
enneadeca 
e1Cosa 


Verbindungen mit funktionellen Gruppen 
ım Molekül R, R’: Kohlenwasserstoffreste 


Alkohole 
Alkane 
Aldehyde 


Alkene 
Ether 


Alkıne ‘.H>,_ P— Ketone 


Diene e 
Carbonsäuren 


Cycloalkane 
Ester 


Amine 
Nitrile 
Sulfonsäuren 


Namen von lonen | griech. Zahlwörter | Klassen org. Verbindungen | Anorg. Stoffe 145 


Anorganische Stoffe (zers.: zersetzlich; subl.: sublimiert, " bei 101,3kPa) © 145-1 


Aluminium 
Aluminiumchlorid 


Aluminiumhydroxid 

Aluminiumoxid 

Aluminiumsulfat- 
18-Wasser 


Ammoniak 
Ammoniumcarbonat- 
l-Wasser 
Ammoniumchlorıd 
Ammoniumnitrat 
Ammoniumsulfat 


Argon 


Barıum 
Barıumcarbonat 
Barıumchlorid 
Barıumhydroxid 
Barıumsulfat 


Blei 
Blei(II)-chlorid 
Blei(IT)-oxid 
Blei(II, IV)-oxid 
Blei(IV)-oxid 
Blei(ID)-sulfat 


Brom 
Bromwasserstoff 


Caesıum 


Calcıum 
Calciumbromid 
Calcıumcarbonat 
Calcıumchlorid 
Calciumhydroxid 
Calciumoxid 
Calciumsulfat 
Calcıumsulfat-2-Wasser 


Chlor 
Chlorwasserstoff 


Chrom 
Chrom(II])-chlorid 


Chrom(III)-oxid 
Chrom(IIl)-sulfat- 
15-Wasser 


Cobalt 
Cobalt(II)-chlorid 


Deuterium 


Deuteriumoxid 


Molare Aggregat- |Dichte 0 
Masse zustand Jing-cm” 
Ming-mol-! |bei25°C |bei25°C 
(gerundet) (* bei0°C) 


Symbol/ 
Formel 


2,70 
2,44 


2,42 
3,20 
1,69 


0,7781 * 


(NH4)CO; - 
H,O 
NH,C 
NH,NO; 
(NH4)2504 


3,12 
3,648:.17'* 


nn m mn m m m wm un 


ga 09 


Aggregatzustand: s = fest; | = flüssig; g = gasförmig 


Schmelz- 
tempe- 


ratur! 


660 
192,5 
(u. Druck) 
zers. ab 170 
2045 
zers. ab 86 


—./8 
zers. ab 58 


zers. ab 350 
169 
zers. ab 280 


— 189 


725 


zers. ab 1350 


963 
408 
1350 


327 

498 

890 
zers. ab 500 
zers. ab 290 

1170 


-97 


29 


838 

730 
zers. ab 825 

IT2 
zers. ab 580 

25/0 

1450 
zers. ab 100 


— 101 
— 112 


= 1900 
21150 


2437 
zers. ab 100 


1490 
23 


2450 
subl. bei 180 


GE 


2980 


—— 


subl. bei 340 
zers. ab 200 


e ö 


— 186 


3. 
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Aggregat- |Dichte 0 
zustand Jing-cm”’ 
bei25°C. |bei25°C 
(* bei 0 °C) 


Eisen S 1540 
Eisen(III)-chlorid el] | 306 
Eisen(III)-hydroxid (OH) 7 BEN. zers. ab 500 
Eisen(II)-oxid ' ). 1 360 
Eisen(III)-oxid | zers. ab 1560 
Eisen(II, III)-oxid 31; | zers. ab 1538 
Eisen(II)-sulfat £ ). | zers. 
Een) sulfid | 1195 


Kaliumbromid 
Kaliumcarbonat 
Kaliumchlorid 
Kaliumfluorid 
Kaliumhydroxid 
Kaliumiodid 
Kalıumnitrat 
Kaliumnitrit 
Kaliumpermanganat 
Kalıumsulfat 


zers. ab 350 
zers. ab 240 
1074 


ab 3550 

3730 
1,9778-17'* | -57(u.Druck) |subl. bei -79 
1,26 -1M 46 
13508-1"* |--205 192 


ie, — 112 


8,96 1083 2600 

4.14 422 1367 

3,4 630 zers. ab 990 

6,0 1232 zers. ab 1800 

6,45 1326 -- 

3,61 200 zers. ab 650 
zers. ab 110 


nn um m nm ma mn mn m m wm 


Kohlenstoff (Diamant) 
Kohlenstoff (Graphit) 
Kohlenstoffdioxid 
Kohlenstoffdisulfid 
Kohlenstoffmonooxid 


nn m m „a 


Krypton 


Kupfer 
Kupfer(I)-chlorid 
Kupfer(I)-chlorid 
Kupfer(I)-oxid 
Kupfer(II)-oxid 
Kupfer(II)-sulfat 
Kupfer(II)-sulfat- 
5-Wasser 
Kupfer(II)-sulfid | | | zers. ab 200 


nn na an nm nm on 65 


Lithium 
Lithiumhydrid 


Magnesium | | | 650 1110 
Magnesiumchlorid | 2. Y12 1420 
Magnesiumhydroxid g(OH)> 5 zers. ab 350 
Magnesiumoxid 2800 3 600 
Magnesiumsulfat gs Ä | | 1127 = 


Mangan | 1244 2100 
Mangan(II)-chlorid nCh | | 650 1190 
Mangan(IV)-oxid | 5,08 533 ZETS. 
Mangan(II)-sulfat > | 3,1 700 zers. bei 850 


Natrıum 


Natriumbromid 
Natrıumcarbonat- 
10-Wasser 
Natrıiumchlorid 
Natrıiumhydrogen- 
carbonat 
Natriumhydroxid 
Natriumiodid 
Natrıumnitrat 
Natriumsulfat 


Neon 


Porchlorsäure 


Phosphor (weiß) 
Phosphor(V)-oxid 
Phosphorsäure 


Platın 


Quecksilber 
Quecksilber(I)-chlorid 
Quecksilber(II)-oxid 


Salpetersäure 
Sauerstoff 


Schwefel (amorph) 
Schwefel (monoklin) 
Schwefel (rhombisch) 
Schwefeldioxid 
Schwefelsäure 
Schwefeltrioxid («) 


Sılber 

Silberbromid 
Silberchlorid 
Silberiodid 
Sılbernitrat 

Silicium 
Siliciumdioxid (Quarz) 
Stickstoff 


Stickstoffdioxid 
Stickstoffmonooxid 


Strontium 


Wasser 
Wasserstoff 
Wasserstoffperoxid 


a 


Zinkoxid 


n 
Fr 


Dichte 0 

ing-cm” 

bei25 °C 
(* bei0 °C) 


—3 


0,97 
3.21 
1,46 


2,16 
2,20 


2,13 
3,67 
2,23 
2,69 


0,8998 - 17! * 


1,51 
1,429 8-17 * 


1,92 
1,96 
2,07 
2,926 8-17 * 
1,83 
1,99 


10,50 
6,47 
5,96 
3, 
4,35 


2,33 
2,65 


1251 g:-T7* 
1,49 
1,340 8-1" * 


2.38 
1,0 


0,0899 8: 1 * 


Anorganische Stoffe 14 / 


98 
747 
33 


800 
zers. ab 270 


322 1390 
662 1305 
310 zers. ab 380 
884 —_ 


— 249 246 


ZETS. 


280 
subl. bei 358 
zers.ab213 


3825 


— 39 357 
302 subl. bei 383 
zers. ab 500 — 


86 
— 183 


444,6 
444,6 
444,6 
— 10 
zers. ab 338 
45 


2212 
zers. ab 700 
1554 
1506 
zers. ab 444 


3280 
> 2200 


— 195,8 
21 
12 


1364 


419 906 
318 32 


1975 (u. Druck) subl. bei 1800 


3. 
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Organische Stoffe (zers.: zersetzlich; subl.; sublimiert; ' bei 101,3 kPa) © 148-1 


Dichte o 
ing-cm” 
bei 25°C 
(*bei0°C) 


ı Molare 
|Masse M 
ing: mol=! 
(gerundet) 


Acrylnitril 
Aminobenzol 
(Anılin) 
2-Amino-ethansäure 
(Glycin) 
2-Amino-propan- 
säure (Alanin) 


Anthracen 


Benzaldehyd 
Benzoesäure 
Benzol (Benzen) 
Benzolsulfonsäure 


Brenztraubensäure 
(2-Ketopropansäure) 


Biphenyl 
Brombenzol 
Bromethan 
Brommethan 
Buta-1,3-dıen 
Butan 
Butan-l-ol 
Butan-2-ol 


Butansäure 
(Buttersäure) 
Butansäureethylester 


Chlorbenzol 
Chlorethan 
Chlorethen 
(Vinylchlorid) 
Chlormethan 


Citronensäure 


Cyclohexan 
Cyclohexen 


1,2-Dibromethan 


1,2-Dichlorbenzol 


1,3-Dichlorbenzol 


1,4-Dichlorbenzol 


Dichlordifluormethan 
(Freon 12) 


CH;=CH-CN 


O-NR; 


CH>(NH>)-COOH 


CH3-CH(NH>)-COOH 


Ö-CHO 
&-COOH 
© 
©)-S0;H 


CH;-Q-COOH 


CH;-(CH3))-CH; 

CH,-CH-CH;-CH, 
OH 

C;H--COOH 


C;H--COO-C;H; 
O-Cl 


CH.-CH,-C1 
CH> =CH-Cl 


CH;Cl 
CH,-OIOH 
HO-C-COOH 


GH: 
Chin 


Br-CH>-CH>-Br 
ca 
o“ 
cl 


Ocı 
Cl 


Cl 


Aggregatzustand: s=fest; 1=flüssıg; g=gasförmig 


1,05 
1,27 (13°C) 
0,88 


1,26 


0,9896 (77°C) 
1,495 


1,46 
1,73.(0°G) 
0,65 (-6°C) 
2.7038, 
0,81 

0,81 


0,96 
0,879 (20°C) 
1,10 


0,22.16°C) 
0,97 1-13°C) 


2.310:1*" 


1,26 (55°C) 


1,468 (- 30°C) 


1,2-Dichlorethan 
Dichlormethan 
Diethylether 


1,2-Dihydroxybenzol 
(Brenzcatechin) 


1,3-Dihydroxybenzol 
(Resorcin) 


1,4-Dihydroxybenzol 
(p-Hydrochinon) 


1,2-Dimethylbenzol 
(o-Xylol) 


1,3-Dimethylbenzol 
(m-Xylol) 
1,4-Dimethylbenzol 
(p-Xylol) 

Ethan 

Ethanal 
(Acetaldehyd) 
Ethanol 
Ethansäure 
(Essigsäure) 
Ethansäure- 
ethylester 
Ethansäure- 
methylester 

Ethen (Ethylen) 
Ethin (Acetylen) 
Ethylbenzol 
Ethylenglykol (Glykol) 


Glucose 
(Traubenzucker) 
Glycerin 
(Gycerol) 


Harnstoff 
Heptan 
Hept-l-en 
Hexachlorcyclohexan 
(Lindan) 
Hexadecansäure 
(Palmitinsäure) 
Hexan 
Hexan-l-ol 
Hexansäure 
(Capronsäure) 
Hex-I-en 
Hex-I-in 


2-Hydroxybenzoesäure 
(Salicylsäure) 


Isopropylbenzol 


Aggregat- 
zustand 
bei23°C 


CI-CH,-CH;-Cl 
C-CH,-C 
CGH=-O-CHH; 


OH 
OH 
OH 


Son 
OH 


OH 
CH; 


H 
OH 

CH; 
CH;-O-CH; 


CH;-CH; 
CH;CHO 


C;H;OH 
CH;COOH 


CH O00-C5E 
CH;-COO-CH; 
CH> =CH3> 


CH=CH 


Ö-CH;-CH; 
HO-CH>-CH,-OH 


CH,-CH-CH, 
I | 
OH OH OH 


CO(NR;): 
CH;-(CH3;)s-CH; 
CH>=CH-(CH>)4-CH: 
CH;CH, 


CH;-(CH3) 4-COOH 


CH;-(CH;)4-CH; 
CH3-(CH3>)s-OH 
CH;-(CH>)4-COOH 


C,H) 
C,Hıo 


x. COOH 
© OH 
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| Dichte o 


ing-cm 
bei25°C 
(* bei0°G) 


1,271 (15°C) 


1,358 


0,875 


0,864 


0,861 


1,3568 1 
0,788 (13°C) 


0,79 
1,05 


0,899 
0,92 


1,260 g -1-!" 
er 
0,87 
1,113 


1,34 
0,68 
0,70 
1,83 


0,85 (62°C) 


0,659 
0,82 
0,92 


0,6732 
1,712113°%G) 


1,44 
zers. 200 °C 


SA TEREH 


3. 
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Methan 
Methanal 
(Formaldehyd) 
Methanol 
Methansäure 
(Ameisensäure) 
Methylbenzol 
(Toluol) 
2-Methylpropan 
2-Methylpropan-2-ol 
Milchsäure 
(2-Hydroxy- 
propansäure) 


Naphthalın 


Nitrobenzol 


ÖOctadecansäure 
(Stearinsäure) 
Octadecen-(9)-säure 
(Olsäure) 

Octan 

Oxalsäure 
(Ethandisäure) 


Pentan 


Pentan-I-ol 
Pentansäure 
(Valeriansäure) 
Phenol 


Phthalsäure 


Propan 
Propan-1-ol 
Propan-2-ol 


Propanon (Aceton) 
Propansäure 
(Propionsäure) 
Propen (Propylen) 
Propin 


Terephthalsäure 


Tetrachlormethan 
Thiophen 


Trichlormethan 
(Chloroform) 
Triodmethan 


1,3,5-Trimethylbenzol 


2,2,4-Trimethylpentan 


CH, 


HCHO 


CH;OH 
HCOOH 


©-CH; 


(CH; )>-CH-CH; 

(CH;);C-OH 

CH--CH-COOH 
| 


OH 


CH;-(CH»)\.-COOH 
C;H3COOH 


CH>-(CH;)6-CH; 
HOOC-COOH 


CH3;-(CH;)3-CHR; 


CH3-(CH>);—COOH 


©-OH 


COOH 
COOH 


ÖH,-CH;-CH; 
CH;-(CH>)-OH 
CH,-CH-CH, 

| 

OH 
CH;-CO-CH; 
CH; -CH>-COOH 


CH;-CH=CH; 
CH; - C=CH 


HOOC-Ö)-COOH 


CC; 
[\ 
Is 
CHCI; 
CHIL; 
CH; 


H,C/ICH, 


(CH;);C-CH;-CH(CH3), 


(* bei 0°C) 


‚117g 161,4 
0,82. (-20°C) 3] 


0,79 64,7 
1,22 100,5 


0,87.(15°C) 2 110,8 
2,01 115 


0,78 £& 52 
| 119 zers. 


1,168 (22°C) 
1,20 

0,94 (20°C) 
0,89 (25°C) 
0,7024 

1,901 (25°C) 


0,6337 
(15°C) 
0,81 
0,94 


1,05 (45°C) 
1,59 
2.01.81" 


0,8035 
0,7854 


0,79 
0,99 


,9378-17 
1,787 g-1="" 


1,31 


1,60 
1,06 


1,50 (15°C) 


4,008 (17°C) 


0,86 
0,69 


Organische Stoffe | Molare Standardgrößen anorg. Verbindungen 151 00 


Molare Standardgrößen — Anorganische Verbindungen G 151-1 


Tabellierungsbedingungen für molare Standardgrößen: 25°C (298K) und 101,3 kPa: 
A; H® : molare Standardbildungsenthalpie; A;G? : molare freie Standardbildungsenthalpie; 
S? : molare Standardentropie 


Aggregat- 
ı zustand 


Aluminium 
Aluminium-Ionen 
Aluminiumchlorid 
Aluminiumoxid 
Ammoniak 
Ammoniaklösung 
Ammonium-lonen 
Ammoniumchlorid 
Ammoniumnitrat 


Barıum-lonen 
Barıiumchlorid 
Blei 
Blei(II)-Ionen 
Blei(II)-chlorid 
Blei(II)-oxid (rot) 
Blei(II)-sulfat 
Blei(II)-sulfid 
Brom 

Brom 
Brom-Atome 
Bromid-Ionen 
Bromwasserstoff 
Bromwasserstoffsäure 


Calcıum-Ionen 
Calcıumcarbonat CaCO; 


Calcıiumchlorid CaCh 
Calcıumchlorid-6-Wasser CaClh -6H>0 
Calciumoxid CaO 


Calcıumsulfat CaSO; 
Calciumsulfat-1/2-Wasser CaSO; : 1/2H,0 
Calciumsulfat-2-Wasser CaSO, -2H,0 
Carbonat-Ionen 

Chlor 

Chlor-Atome 

Chlorid-Ionen 

Chlorwasserstoff 


Chlorwasserstoffsäure 
(Salzsäure) 


Distickstoffpentaoxid 
Distickstofftetraoxid 


Eisen 

Eisen(II)-Ionen 
Eisen(III)-Ionen 
Eisen(III)-chlorid 
Eisen(II)-oxid 
Eisen(III)-oxid (Hämatıt) 
Eisen(II, II)-oxid 
Eisen(II)-sulfid 
Eisen(II)-sulfid (Pyrit) 


Fluor 
Fluor-Atome 
Fluorid-Ionen 
Fluorwasserstoff 


Aggregatzustand: s=fest; | = flüssıg; g= gasförmig; aq= in wässriger Lösung beic=1mol- > 
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Hydronium-Ionen 
Hydroxid-Ionen 


Iod-Atome 
Iodıid-Ionen 
lodwasserstoff 


Kalıum-Atome 
Kalıum-Ionen 
Kaliumbromid 
Kalıumcarbonat 
Kaliumchlorid 
Kaliumhydroxid 
Kaliumiodid 
Kalıumnitrat 
Kaliumoxid 
Kaliumpermanganat 


Kohlenstoff (Diamant) 
Kohlenstoff (Graphit) 
Kohlenstoff-Atome 
Kohlenstoffdioxid 
Kohlenstoffdisulfid 
Kohlenstoffdisulfid 
Kohlenstoffmonooxid 


Kupfer 
Kupfer-Atome 
Kupfer(I)-Ionen 


Kupfer(II)-Ionen 
Kupfer(II)-chlorid 
Kupfer(I)-oxid 
Kupfer(II)-oxid 
Kupfer(II)-sulfat 
Kupfer(II)-sulfat-5-Wasser 
Kupfer(II)-sulfid 


Lithium 
Lithium-Ionen 
Lithiumoxid 
Magnesium 
Magnesium-ÄAtome 
Magnesium-Ionen 
Magnesiumchlorid 
Magnesiumoxid 


Mangan(II)-Ionen 
Mangan(II)-oxid 
Mangan(IV)-oxid 


Natrıum 

Natrıum-Atome 

Natrıum-Ionen 

Natrıumlonen 

Natrıiumbromid NaBr 
Natriumcarbonat N2>,CO; 
Natriumcarbonat-10-Wasser |Na>CO; - 1[0H,O 
Natrıumchlorid NaCl 
Natriumchlorid NaCl 
Natriumhydroxid NaOH 
Natriumiodid Nal 
Natriumnitrat NaNO; 
Natriumoxid Na>0 


nn mn nm ag nm mn 
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Name Symbol/ | Aggregat- A; H® in ArG) in 
Formel | zustand kJ- mer! kJ: mer! 


Natriumperoxid Na>07 
Natriumsulfat Na>SO, 
Natriumsulfat-10-Wasser Na>SO, : 10H, O 


Nitrat-lIonen 


Permanganat-lonen 
Phosphat-Ionen 


Phosphor (weiß) 
Phosphor (rot) 

Phosphor 
Phosphor(V)-oxid (dimer) 
Phosphorsäure 


Quecksilber(II)-chlorid 
Quecksilber(II)-oxid (rot) 


Salpetersäure 
Salpetersäure 


Sauerstoff 
Sauerstoff-Atome 


Schwefel (rhombisch) 
Schwefel (monoklın) 
Schwefel 
Schwefeldioxid 
Schwefelsäure 
Schwefeltrioxid 
Schwefelwasserstoff 
Sulfat-Ionen 
Sulfid-Ionen 
Sulfit-Ionen 


Silber 

Silber-Atome 
Silber-Ionen 
Silberbromid 
Silberchlorid 
Silberiodid 

Silbersulfid 
Silicrtumdioxid (Quartz) 


Stickstoff 
Stickstoff-Atome 
Stickstoffdioxid 
Stickstoffmonooxid 


Thiosulfat-Ionen 


Tetraamminkupfer(II)-Ionen (NH: Ms 


Wasser 

Wasser 
Wasserstoff 
Wasserstoff-Atome 
Wasserstoff-Ionen 
Wasserstoffperoxid 


Zink 
Zınk-Atome 
Zınk-Ionen 
Zinkchlorid 
Zinkiodid 
Zinkoxid 
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Molare Standardgrößen — Organische Verbindungen © 154-1 


Tabellierungsbedingungen für molare Standardgrößen: 25°C (298 K) und 101,3 kPa; 
A; H® : molare Standardbildungsenthalpie; 

A+G° : molare freie Standardbildungsenthalpie; 

SO : molare Standardentropie: 

Ay H®: molare Standardverbrennungsenthalpie 


Aminobenzol (Anilin) C.H5sNH> 
Acetat-lonen CH;CO0O° 


Benzoesäure C;HsCOOH 

Benzol © 

Benzol | 

Brommethan CH;,Br 
Buta-1,3-dien CH>=CHCH=CH; 
Butan CH AUHLLCH; 
But-I-en 


Campher 
Chlormethan 
Cyclohexan 
Cyclohexan 


Essigsäureethylester 
Ethan 

Ethanal (Acetaldehyd) 
Ethanol 

Ethansäure (Essigsäure) 
Ethen 

Ethin 

Ethylenglykol (Glykol) 


Fluormethan 
Formiat-Ionen 


a-D-Glucose 


Glycerin CH,(OH); 
Glycin NH,CH,COOH 


Harnstoff 
Heptan 
Heptan 
Hexan 
Hexan 


Methan 

Methanal (Formaldehyd) 
Methanol 

Methanol 

Methansäure (Ameisensäure) 
Methansäure (Ameisensäure) 
Methylbenzol (Toluol) 


Nitrobenzol 


Nonan 
Nonan 


Palmitinsäure 


Aggregatzustand: s=fest; 1=flüssig; g=gasförmig; aq=in wässriger Lösung bei c= I mol: 1" 


Molare Standardgrößen org. Verbindungen | saure und alkal. Lösungen | pH-Werte 155 


Ar H® in AG in | 
kJ- mol! |kJ-mol”! 


> 


3 
CH;CH,CHO 
Propan-1-ol C;H-OH 
Propan-2-ol C;H-OH 
Propan-2-ol C;H-OH 
Propanon (Aceton) CH;COCH; 
Propen CH:CH=CH; 
Propin CH;C=CH 


C2;H20;| 
C;H35COOH 


Tetrabrommethan 
Tetrachlormethan 
Tetrachlormethan 
Trichlormethan (Chloroform) | CHC]; 
Trichlormethan (Chloroform) | CHC]; 
Triiodmethan (lodoform) 


Dichte Stoffmengen- Massen Stoflmengen- 
bei20°C \konzentration antei bei20°C |konzentration 
ing cm” Jinmol-1-! in mol: 1"! 


Salzsäure 


Schwefelsäure 
Salpetersäure 
Phosphorsäure 
Essigsäure 
Natronlauge 
Kalilauge 
Kalkwasser 


Barytwasser 
Ammoniaklösung 
Ameisensäure 


pH-Werte von Lösungen 


Eigenschaft 
der Lösung 


Stoffmengenkonzentration 


von Hydronium-Ionen c(H;0*)>.c(OH°) e(H30+) <c(OH) 
und Hydroxid-Ionen 


Pr 
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Umschlagsbereiche für Säure-Base-Indikatoren 


Indikator pH-Wert-Bereich Farbe des Indikators 
des Farbumschlages — — _— 
unterer pH-Wert 


Thymolblau 1. Stufe Dr & gelb 
Methylgelb 2,4... It gelb 
Methylorange Oi: & © gelborange 
Methylrot Aus, 6, Los: gelb 
Lackmus ... 8,0 rot blau 
Bromthymolblau Nas I el blau 
Thymolblau 2. Stufe 3,0... 9,6 3] blau 
Phenolphthalein er 'arblos rot 
Alızaringelb Si orangebraun 


AcHn in Ver- Ver- 
kJ mol! bindung bindung J- 


Ad. | Ark Ion AyAm 
inkJ:mol-! inkJ: mol”! inkJ: mol”! 
OH 


Komplexzerfallskonstanten (Dissoziationskonstanten) bei 25 °C 


Gleichgewicht Komplexzerfallskonstante Xp 


102 mol - 

‚0:-10°3 mol- 

" —— Ag+ +29,05° .10- mol - | 
— AP++6F° 10 mol) 
1,3:10 mol. 

3, .10* mol®. 
2 uni u Gu*+ +4NH;3 .10-1? mol? . 
—= Fett +6CN? 1,0: 10-35 mol® 1° 


>rr> 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


TOOG 


Säure-Base-Indikatoren | Enthalpien | Komplexzerfallskonstanten | Ks- u. Kg-Werte 15 / 


Säurekonstanten &k; und Basekonstanten &; bei 22 °C GC 157-1 


Ks ın pKs 
mol -1-! 


Base- 
stärke 


Kpin 
mol:-1-! 


Formel der 
korrespon- 
dierenden Base 


Formel 
der Säure 


Säure- 


PAR 
stärke 


10:10 —I1 HI 25 1:0 :10° 
1.0-10% -10 HCIO, eilen 24 Lö -10% 
1.0.1 —9 HBr Br 23 1,0 -102 
18-10 -7 HCl Cr 21 1,6 -10°% 
10:1 3 H>SO, HSO,; 17 1.0 -107 
55,5 iA m0% H,O 15,74 1,8 - 10-18 
2,1:10°  -132 HNO; NO; 15,32 4,8 
6,6:10°1 0,18 [INH>)CO(NH3;3)]"  CO(NH3>) 13,82 1,5 : 
610° 123 HOOC-COOH HOOC-COO 12,75 1,77: 
1,5-10” 1,81 H>SO; HSO;z 12,19 6,5 
1,2-107 1,92 HSO; son 12,08 8,3 
715-107 2312 H,PO, H->PO; 11,88 1,3 
6,0-107 2,22 [Fe(H,O);]*+ [Fe(OH)(H-O)sP* 11,78 1:7 
73:10* 34 HF F- 10,86 1,4 
45:10* 335 HNO; NO; 10,65 2,2 
18-10% 375 HCOOH HCOO- 10,25 5,6 
2,6:10° 4,58 CHs NH} C,H; NH;3 9,42 3,8 
1,8-10° 4,75 CH;COOH CH;COO- 9.25 5,6 
1,4:10° 4,85 [Al(H»J OO); + [AKOH)(H>0);]* 9,15 7.1 
3,0:-107 6,52 H>CO; HCO; 7,48 3,3 - 
1,2:107 6,92 H>S HS 3,3 
9,1:-10°° 7,04 HSO; SO: 

6,2-10° 7,20 H;PO; HPO7- 

5,6-10-1% 925 NHF NH; 

4,.0:10-1° 9.40 HCN CN 

2,5:101% 9,60 [Zn(H> O0). [Zn(OH)(H>0O)s]* 

1,3-10-19 9,89 C;H;OH C;H5;0 

4,0:10-1! 10,40 HCO; CE 

4,4:10-3 12,36 HPO7- PCR 

1,0:10-"3 13,00 HS S?- 

1,3:10-1° 15,74 H>0 OH 

1.6107 3 NH; NH75 

18-10 24 OH° 0 


Lösemittel Sıedetemperatur ks 


Uv ın’C inK'kg- mol”! 


Wasser 


Benzol 
Cyclohexan 
Campher 
Essigsäure 
Ethanol 
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Löslichkeitsprodukte bei 25 °C 


Löslichkeits- 


Name des Stoffes ' Formel Löslichkeitsprodukt XL 


exponent 
PAı 


Zahlenwert Eınheit 


Aluminiumhydroxid 


Barıumcarbonat 
Barıumhydroxid 
Barıumphosphat 
Barıumsulfat 
Bismut(III)-sulfid 
Blei(II)-carbonat 
Blei(II)-chlorid 
Bleihydroxid 
Blei(II)-ı0did 
Blei(II)-sulfid 
Blei(II)-sulfat 


Cadmiumcarbonat 

Cadmiumhydroxid 

Cadmiumsulfid 

Calciumcarbonat 

Calciumhydroxid Ca(OH), 
Calciumoxalat Ca(COO), 
Calciumphospat Ca; (PO4), 
Calcıumsulfat CaSO, 


Eisen(II)-hydroxid 

Eisen(III)-hydroxid | 
Eisen(II)-phospat 1.0: 10736 
Eisen(III)-phospat 4.0:10° 


Eisen(II)-sulfid Fe 5.0-10-'8 


Kupfer(I)-chlorid 
Kupfer(II)-sulfid 


Magnesıumcarbonat MsCO; 
Magnesiumhydroxid Ms(OH), 
Magnesiumphospat Ms,(PO,)> 
Manganhydroxid Mn(OH), 


Nickel(II)-hydroxid 
Nickelsulfid 


Quecksilber(I)-chlorid (Kalomel) 
Quecksilber(II)-sulfid (schwarz) 


Sılberbromid 

Sılbercarbonat 

Silberchlorid 

Silberchromat 

Silberhydroxid 

Silberiodid | 
Silberphospat ‚PO; 1,8- 10% 
Silbersulfid 1,6-10 * 


Zınkcarbonat 
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Löslichkeit einiger Salze in Wasser 


Angabe ın den weıßen Feldern: 
100 g Wasser lösen a g Salz bıs zur Sättigung beı 101,3kPa und 20°C. 


m A 


Euer 

un Ban m 
Sn In TEC TE Ta 
u a a a zu u a 
ee Fr ER 


Löslichkeit einiger Gase in Wasser 
Löslichkeit wird ın g Gas je kg Wasser beı 101,3kPa angegeben. 


Temperatur ıin’C 


Helium 


Argon 


Wasserstoff 
Stickstoff 
Sauerstoff 

Chlor 

Ammoniak 
Schwefelwasserstoff 
Schwefeldioxid 
Kohlenstoffmonooxid 
Kohlenstoffdioxid 
Methan 

Ethan 

Ethen 


0,0016 
0,0190 
0,0434 
7,25 
529 
3,85 
113 
0.0284 
1,69 
0,0232 
0,062 
0,149 


0,0014 
0,0139 


0,0012 
0,0105 
0,0227 
3,30 
168 


1,48 


0,0152 
0,376 

0,0114 
0,0239 


2 
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Elektrochemische Spannungsreihe der Metalle (Standardpotenziale bei 25 °C und 101,3 kPa) 


Reduktionsmittel = Oxidationsmittel +z-e” 


Li (s) = [Li (ad) +e” L/Lit 

K (s) = K*(aa) +e” K/K*+ 

Ba (s) = Ba°* (ad) +2e” Ba/Ba°t 
Ca (s) = Ostlan) +8 Ca/Ca** 
Na (s) — Na’ (ag) +e7 Na/Nat 
Mg (s) = Mg°* (ag) +2e" Mg/Mg’* 
Be (s) = Be°* (ag) de Be/Be**t 
Al(s) —= Al’ (ag) +3e” AVAR+ 
Ti (s) = Ti’’ (ag) +3e7 T/Tit 
Mn (s) = Mn°* (ag) +2e Mn/Mn* 
V(s) = V’* (ag) +2e” viv+ 

Zn (s) = Zut(ag) +2e” Zn/Zn* 
Cr (s) = Cr (ag) +3e Cr 
Fe (s) = Fe°t (ag) +98 Fe/Fe’t 
Cd (s) = OF lan) +38 Cd/Cd*+ 
Co (s) = Co" (ad) Bg” Co/Co** 
Ni (s) —= Ni’ (ag) +98 Ni/Ni+ 
Sn (s) = Sn“* (ag) + Sn/Sn’* 


Pb (s) —= Pb’ (ag) +2e” Pb/Pb?* 
Fe (s) = Fe?'(ag) +3e Fe/Fe’t 


Mg +2MON-2MON) +2 0.00 P81=0) 


= Cu’'(ag) Cu/Cu?* 
— Cu” (ag) +e” CwCut 
— Ag’ (ag) re Ag/Ag' 


= Ho” (ad) 2 Hg/Hg* 
= Pt’* (ag) 22 Pt/Pt+ 
= Au’'(ag) H3e” Au/Au°* 


Elektrochemische Spannungsreihe der Nichtmetalle 
(Standardpotenziale bei 25 °C und 101,3 kPa) 


Reduktionsmittel = Oxıdatıonsmittel +z-e” 


Se’ (ag) =Se(s) Se” /Se 
S°" (aq) —=S(s) Ss” /S 
2I /b 


21 (ag) —= b(9) 

2 Br” (ag) —= Br (]) 
2C1 (ag) = Ch(@ 
2F (ag) —=F,(8) 


s=fest; l=flüssig; g=gasförmig; aq=1ın wässriger Lösung 


2Br /Br 
2Cl /Ch 
2F /F 
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Elektrochemische Spannungsreihe einiger Redoxreaktionen 
(Standardpotenziale bei 25 °C und 101,3kPa) 


Reduktionsmittel — Oxidationsmittel " | Standardpotenzial E” in V 
H>(g)+2OH- (ag) = 2H;0() +2e | -0,83* fürpH = 14 
Cd(s)+2OH° (ag) —=(Cd(OH); (s) +2e” — 0,82* fürpH = 14 
C,03 (ag) =2C0; (g) +2e7 | —0,49 
H>(2)+2H50 (I) —2H;0* (ag) +2e | -0,41*fürpH= 7 
Cr’ (ag) = Cr’* (ad) +e” —N,41 

Pb(s) +SO7 (ag) = PbSO, (s) +2e° | -0,36 

HCOOH () +2 H>0O(l) = CO;(g)+2H3;0* (ag) +2e” —0,20* fürpH = 0 
HCHO (g)+3H>0 (l) =HCOOH (l)+2H30* (aq) +2e” +0,06 fürpH = 0 
H>S (2)+2H>0 (I) —2H30* (ag)+S (8) +2e | +0,14 

Cu* (ag) = Cu‘ (ad) +e7 +0,17 

Ag(s)+ CI (ag) = AsCl (s) +e” +0,22 

4OH° (ag) = 0; (+2H50 () +4e” | +0,40* für pH = 14 
AsO3- (aqg)+3H50(l) = AsO}- (aq)+2Hz0* (ag) +2e” | +0,56*fürpH= 0 
MnO; (s)+40OH° (ag) = MnO,; (ag)+2H>0 (|) +3e7 +0,59* fürpH = 14 
H>0; (l)+2H>0() = 0, (2)+2H;0* (ag) +2e- | +0,68*fürpH= 0 
Fe*t (ag) —= Fe°t (aq) +e” +0,77 

40H (ag) =&(g)+2H>0 (|) +4e” +0,82*fürpH = 7 
NO (g)+6H3;0 (|) = NO; (aq)+4H30* (ag) +3e” | +0,96*fürpH = 0 
6H:0 (I) = 0, (g)+4H;0* (ag) +4e | +1,23*fürpH = 0 
Mn?*(ag)+6H>50(l) = MnO; (s)+4H3;0* (ag) +2e | +1,23*fürpH= 0 
2 Cr’*(ag)+21 H-0O(l) = CnOF (ag)+14H30* (ag) +6€e° | +1,33*fürpH= 0 
Pb?* (ad)+6H50(l) = PbO;(s)+4H;0* (ag) +2e | +1,46*fürpH= 0 
Mn?* (ag)+12H;0(l) =MnO; (aq)+8H,0* (ag) +5e- | +1,51*fürpH= 0 
PbSO4(s)+6H3>0 (|) —= PbO;(s) +4H30° (ag)+SOz (ag) +2e +1,69* fürpH = 0 
4H>0O (|) = H>0; (l)+2H3;0* (ag) +2e" +1,77*fürpH = 0 
2SO2 (ag) = 8,05 (ag) +2e- | +2,01 

O, fo} +3H,0 (|) = O;(g)+2H30* (ag) +2e° | +2,07 


* pH-Wert-abhängige Zellspannungen; s= fest; 1= flüssig; g= gasförmig; aq=ın wässriger Lösung 


Flammenfärbung ugewällter Metalle 


Farbe der Flamme 


3. 


[Farbeder Flamme 


'karminrot Caesium blauviolett 


Kalium hellviolett Strontiom karminrot 


Rubidium ‚rotviolett | Barıum fahlgrün 


Einteilung des Wassers nach Härtebereichen 


1°d= B(CaO) = 10mg-1” 1°d=&c(Ca’*) =0,178 mmol 1" 


A= sehr hart 


ers 
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Größengleichungen der Chemie 


Berechnungen zu Stoffmenge, Masse und Volumen 


Stoffmenge n 
(Basıseinheit: mol) 
© 162-1 


molare Masse M , MM Vn,n 
(Einheit: g: mol) mu? 
© 162-2 


m(B) 
—KS ATs = m(Lm) 


molares Volumen V 


© 162-3 


Normvolumen V,„ | 


Zusammensetzungsgrößen 


Stoffmengenanteil x 


Volumenkonzentration 0 


Massenkonzentration 
© 162-6 


Stoffmengenkonzentration c 
© 162-7 


Molalität b 
C) 162-8 


Stoffmenge einer Stoffportion 
Teilchenanzahl einer Stoffportion 
Avogadro-Konstante 

Masse 

molare Masse 

Normvolumen 

molares Normvolumen 
Stoffmengenkonzentration 
Volumen der Lösung 

Druck VY Volumen 
lemperatur 

universelle Gaskonstante 
molares Volumen 

Dichte 

molare Masse des Stoffes B 
Masse des Stoffes B 
kryoskopische Konstante 
Gefriertemperaturerniedrigung 
Masse des Lösemittels 
ebullioskopische Konstante 
Sıedetemperaturerhöhung 
Normtemperatur 273,153 K 
Normdruck 101,3 kPa 


m(B) Masse des Stoftes B 

m(Gem) Masse des Stoffgemisches 

V(B) Volumen des Stoffes B 

ZV/(Kom) Summe der Volumina der 
Komponenten des Gemisches 

Zn(Kom) Summe der Stoffmengen der 
Komponenten des Gemisches 

Einheiten: 1; %; %o; ppm, ppb, ppt'’ 


V(Ls) Volumen der Lösung ın 
Einheit: 1: 1 


m(B) Masse des Stoffes B 
V(Ls) Volumen der Lösung ın 
Einheiten: 8:1 ',g:cm”, ... 


n(B)  Stoffmenge des Stoffes B 
V(Ls) Volumen der Lösung ın | 
Einheiten: mol - I ',mol:m°, ... 
n(B)  Stofimenge des Stoffes B 
m(Lm) Masse des Lösemittels 
m(B) Masse des Stoffes B 

M(B) molare Masse des Stoffes B 
Einheiten: mol: g ',mol:kg'',... 


1 ppm (parts per million) & 1: 10°, ppb (parts per bıllıon) = 1: 10°, ppt (parts per trıllıon) & 1: 10°- 
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Allgemeine Größengleichungen 


(Massen- und Volumenberechnungen beı chemischen Reaktionen) 


Masse gesucht 


Masse gegeben 


Volumen gegeben 


m(A) n(A):M(A) 


Volumen gesucht 


Berechnung des Blutalkoholgehalts 
m(OHsOH) — | 
x-m(Körper) x-m(Körper) 
mit 0 = 0,79 g/cm’ (Dichte des Alkohols) und 


bei Frauen: x = 0,6 


V(CH5sOH) 0 w(C5HsOH) 


w(CHsOH) = 


m(CHsOH) 
m(Körper) 


bei Männern: x =0,7 V(C-H;OH) 


Mischungsregeln 


Mischungsgleichung m wı tm wa = (mı + ma) ' wa 


Kreuz-Mischungsregel |Zum Herstellen einer Lösung des 
ı Massenanteils w; müssen die Mas- 
sen m; und m» der zu mischenden 
Lösungen 1 und 2 im Verhältnis 


m; W3 — Wa 
— = — stehen. 


Reaktionskinetik 


Mittlere (durchschnittliche) 
Reaktionsgeschwindigkeit v 


Momentane Reaktions- 
geschwindigkeit v 


Für die Reaktion A—B+tCsilt: 


_ de(A) 
di 


[Infe(A)} =In{o(A)} —k-i 


Geschwindigkeitsgleichung 
für eine Reaktion 
erster Ordnung 


bi 


=k-c(A) 


Reaktionsgeschwindigkeit 
und Temperatur 
(Arrhenius-Gleichung) 


k=A:e FT; In{k}=In{A} - 


’ 1; WM’ 2 


Er 
RE 


2 


fl 
Mm 


Stoffmenge ın mol 
Masse der beteiligten Stoffe ing 


M molare Masse ing mol! 


V.. molares Volumen in I: mol! 
A Stoff der gesuchten Größe 
B Stoff der gegebenen Größe 
(*) giltnur für Gase 


Massenanteil des Alkohols ım Blut, wird 
in %o angegeben 

Masse des aufgenommenen ÄAlkohols in g 
Masse des Körpersing 

Volumen des Alkohols in cm’ 


Massenanteile eines Stoffes ın den 
gegebenen Lösungen 1 und 2 
Massenanteil des Stoffes ın der 
herzustellenden Lösung 
(gewünschter Massenanteil) 


m;,m> Massen der zu mischenden 


Lösungen 1 und 2 


Stoffmengenkonzentration 
des Ausgangsstoffes A 
Änderungvon c(A) 
Stöchiometriezahl von A 
Änderung des Partialdruckes 
eines Ausgangsstoffes 
Reaktıionsgeschwindigkeits- 
konstante 
Zeit 
Anfangskonzentration 
_ _e(A) 

 mol-1-! 
Aktıonskonstante (Frequenz- 
faktor) 
Euler’sche Zahl 
molare Aktivierungsenergie 
(universelle) Gaskonstante 
absolute Temperatur 
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Chemische Thermodynamik 


Molare Reaktıons- 
energie A, Un 


Molare Reaktions- 
enthalpie A, Am 
© 164-1 


Berechnung der 
molaren Standard- 
reaktionsenthalpie 
A,H) nach dem 
Satz von Hess 
164-2 


Molare Lösungs- 
enthalpie A, Am 


Entropie S und 
molare Standard- 
reaktionsentropie 
A 

© 164-3 


Molare freie Reak- 


tionsenthalpie A,G 


Für die Änderung der molaren inneren \ molare Reaktionswärme 
Energie (molare Reaktionsenersgie) gilt: Druck 


Nil PA Fa molares Reaktionsvolumen 


molare Reaktionsenergie 
A,Am=ArUmt+p'AUm m(H>O) Masse des Kalorımeterwassers 
Für p= konst. eilt: c„(H>0) spezifische Wärmekapazität des 
m(H;0):c,(H>0): AT Wassers beip —konst, 

A,Am = - — Temperaturänderung 

ri 7. Stoffmenge der Formelumsätze 
(kalorimetrische Grundgleichung) 
Für dıe Reaktion je 
v(A)JA+v(B)JB—v(C)C+v(D)D Stöchiometriezahlen der Stoffe 
| A,B,C, D 
molare Standardbildungsenthalpie 
molare Hydratatıonsenthalpie 


| 0 
=:|y (C): Ay H molare Gitterenthalpie 


m (C) r v(D) Ar H,, (D)] 
-[v(A) Ar HP (A) + v(B)- ArHO (B)] 


N 


Aı Hm — Ay Am - AcHn 


R -  Boltzmann-Konstante 
Ni thermodyn. Wahrscheinlichkeit 
A,S0 = SO (Rp) - SO (As) \ molare Standardentropie 

| Reaktionsprodukte 


s=k:.lnW: K= 


A,HR >  Ausgangsstoffe 
T AS Entropieänderung der Umgebung 


ASu>=- 


AN, =A, Hm = I" ArSın A,Sm  wmolare Reaktionsentropie 
(Gibbs-Helmholtz-Gleichung) T Temperatur der Reaktion iınK 


Chemisches Gleichgewicht 


Massenwirkungs- 
gesetz (MWG) 
@ 164-4 


Gleichgewichts- 
konstante X 


Für die Reaktion K., K, Gleichgewichtskonstanten 
v(AJA+v(B)B=v(C)C+Vv(D)D gilt: Stoffmengenkonzentration 
| Partialdruck 
u EeI(C: eW(D) Stöchiometriezahl 
ANA). (B Einheit von K.: (mol-'*” 
m: ran RR | „Av 
pO(C).pr®)(D) Einheit von K,: kPa 


RA) 
K,=Ke-(R-TY 
mit Av = (v(C) + v(D)) - (v(A) + v(B)) 


Molare freie Standardreaktionsenthalpie A,G? und Gleichgewichtskonstante K: 
A,GO, =-R-T:In{K} 


Berechnung der Gleichgewichtskonstante bei verschiedenen Temperaturen: 
A,‚H R-T; 


In} | 
= RT-T 
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Säure-Base-Gleichgewichte 

pH-Wert und pH = - Ig{c(H,O")\ 
pOH-Wert 
© 165-1 


pOH =-Igic(OH ); 


Ionenprodukt Aw 


Kwy = c(H;O") c(OH- ) 
pKkw = -1g1Kw} 


und Ionenexponent des 
Wassers pkw 


c(H30*) = 10 PH mol 17" 


(c(H30”) ist die Hydronium-Ionenkonzentration und {c(H30”)} ihr Zahlenwert.) 


(OH) = 10°P”" mol - 17 
(c(OH ) ist die Hydroxid-Ionenkonzentration und {c(OH ')} ihr Zahlenwert.) 


Kw = 10°! mol? 1° (bei 22°C) 
{Kwt}  Zahlenwert für das 
Ionenprodukt des Wassers 


Säurekonstante Ks und | Für die Reaktion HA+H>0=H;0'’+A” ıl Saure 


Säureexponent pXs 


Basekonstante Kpß und 
Baseexponent pAg 


gilt: 


KR c(OH° ):-c(BH") 


Protolysegrad as der 
Säure HA bzw. ap der 
Base B 

& 165-2 


Ostwald sches 
Verdünnungsgesetz 


Berechnung des 
pH-Wertes wässriger 
Lösungen 

& 165-3 


mittelstarke bıs sehr schwache 


| K: 
starke Säuren (10° < — < 10) 


Co 


pKs=-Ig{Ks} 
pAs=14—-pKp 


PAp = -Igi Kr} 
c(B) PKg=14-pKs 


\ . | 
Säuren (Ks < 10 * mol 1°): pH =>(p&s -Igio(HA)}) 


korrespondierende Base 
Säurekonstante 
Säaureexponent 
Zahlenwert von Ks 


Für die Reaktion B+ H,O =OH° +BH" Base 


korrespondierende Säure 
Basekonstante 
Baseexponent 
Zahlenwert von Xp 


Ausgangskonzentration 
Protolysegrad der Säure 
Säurekonstante 
Basekonstante 
Protolysegrad der Base 


sehr starke Säuren (Ks > 10'’”*mol-1"1): pH=-Ig!{«(HA)} 


Ks Ks 


2 2 


c(H;0°)=-—+ \/ (3) + -co(HA) 


| | 
Ampholyte:: pH= > (14+pKs -pKp) 


(A) 


pH-Wert einer | 
c(HA) 


Pufferlösung pH=pXAs+lg 


Berechnungen zur Titration vonLösungen © 165-4 


Berechnung der Stoffmengen- 
konzentration 


Berechnung der Stoffmenge n; 


des zu bestimmenden Stoffes 


Berechnung der Masse m; des 
zu bestimmenden Stoffes 


(Henderson-Hasselbalch-Gleichung) 


Stoffmengenkonzentration der zu 
bestimmenden Lösung 
Stoffmengenkonzentration der Maßlösung 
Volumen der zu bestimmenden Lösung 
Volumen der verbrauchten Maßlösung 


Äquivalenzzahl des Stoffes in der zu 
bestimmenden Lösung 

Äquivalenzzahl des Stoffes in der Maßlösung 
molare Masse des zu bestimmenden Stoffes 


og 
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Löslichkeitsgleichgewichte © 166-1 


K7, und Löslichkeits- 
exponent pÄL 


Kı(M.L,) = c*(M"") (LU); 


Löslichkeit / 


Für das Gleichgewicht ML, = M+nL gilt: 
| c(M):c"(L) u l 
c(ML,) 


Komplexzerfalls- 

konstante Xp und 
Komplexzertfalls- 

exponent pAp 


— 
pKp = -Ig{Kp} =1giKst} 


Elektrochemie 


l. Die bei einer Elektrolyse an den Elektroden 
abgeschiedene Stoffmenge ist proportional zur 
durch den Elektrolyten geflossenen Ladungs- 
menge:nvw It 


Faraday’sche 
Gesetze 


2. Die an den Elektroden abgeschiedenen 
Stofimengen sınd umgekehrt proportional zur 
Zahl der pro Formelumsatz ausgetauschten 
Elektronen: rn] : 9» = 23: 2Zı 


Größengleichung 
der Elektrochemie 
Berechnung des 


Redoxpotenzials E 
(Nernst-Gleichung) 


Für die Reaktion Red = Ox-+z-e” gilt: 
RT el OR) 
E=E’ + —— Fr Rei) 
Für25°C che sich: 
gi 059 V c(Ox) 
zo 8 c(Red) 


0,059 V 059 V 


E=E+ -]gc(Me°") 


a 


Zellspannung U U=AE=E(Katode) — 


© 166-2 
Zellspannung Uund 
Gleichgewichtskon- 
stante Ä 


E (Anode) 


Im elektrochemischen Gleichgewicht bei 
U=Osilt: 


Eu In{K} 


Molare freien Reak- 
tıionsenthalpie A,G„ 
und Zellspannung U 


Zellspannung U 
und pH-Wert 
der pH-Wert der Lösung berechnen: 


U 
H = 
PET ,059V 


einer Lösung 


Elektrischer 


Leitwert G 


Löslichkeitsprodukt Für das Gleichgewicht M,L, =aM”" +bL”" gilt: 
pKı = -IgiKL} 


Einheit des Löslichkeits- 


produktes ist: 
moltt? , 1-(erB) 
{Kıt}  Zahlenwert des 
Löslichkeitsproduktes 


Komplexstabilitäts- 
konstante 
Zahlenwerte von Ks; 
Zahlenwert vonKXp 


Stoffmenge einer Stoffportion 
in mol 

Stromstärke 

Zeit 

Masse ın g 

molare Masse ing: mol’ 
Anzahl der ausgetauschten 
Elektronen je Formelumsatz 
Faraday-Konstante 

F = 9,6485 10°C mol" 


Redoxpotenzial 
Standardelektrodenpotenzial 
für die Redoxreaktion 
Stoffmengenkonzentration 
des Oxıdationsmittels 
c(Red) Stoffmengenkonzentration 
des Reduktionsmittels 
c(Me?”) Stoffmengenkonzentration 
der Metall-Ionen 
universelle Gaskonstante 
lemperatur 


c(Ox) 


Standardzellspannung 
universelle Gaskonstante 
Temperatur 

Anzahl der ausgetauschten 
Elektronen je Formelumsatz 
Faraday-Konstante 
Zahlenwert der Gleichge- 
wichtskonstante 


Aus der Zellspannung U einer Konzentrationszelle, dıe aus einer Standard-Wasserstoff- 
Halbzelle und einer Wasserstoft-Halbzelle mit einer Elektrolytlösung besteht, lässt sıch 


R 


elektrıscher Widerstand 
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Umgang mit Gefahrstoffen 


Einstufung von Gefahrstoffen nach der GHS-Verordnung Ö 167-1 


Mit dem neuen GHS (Globally Harmonised System of Classification and Labelling of Chemicals) werden die 
Kriterien für die Einstufung der Gefahrstoffe neu festgelegt und mit international einheitlichen Pıktogrammen 
versehen. Neu ist auch die Verwendung der Signalworte „Gefahr“ und „Achtung“ für das Ausmaß der Gefahr: 
„Gefahr“ bei hoher Gefährdung oder „Achtung“ bei geringerer Gefährdung. 


Signalwort |Kennzeichnung nach bisheriger 
Gefahrstoffverordnung 


Gefahrensymbol | Gefahren- 
hinweise 


‚Gefahren- Mit dem Gefahrenpiktogramm gekennzeichnete 
piktogramme Stoffe und Gemische 


explosive und sehr gefährliche selbstzersetzliche 
Stoffe und Gemische sowie sehr gefährliche 
organısche Peroxide 


entzündbare, selbsterhitzungsfähige und gefährliche 
selbstzersetzliche Stoffe und Gemische, pyrophore 
Stoffe sowie Stoffe und Gemische, die bei Berührung 
mit Wasser entzündbare Gase entwickeln 


gefährliche organische Peroxide 


Stoffe und Gemische mit oxidierender Wirkung 


Stoffe und Gemische, die schwere Verätzungen der 
Haut und/oder schwere Augenschäden verursachen 


gesundheitsschädliche Stoffe und Gemische 


Stoffe und Gemische, die Haut- und/oder Augen- 
reizungen verursachen und/oder allergische Haut- 
reaktıonen, Reizungen der Atemwege und/oder 
Schläfrigkeit und Benommenheit verursachen 
können 


R28 oder R23, 
R24, R25 


R20, R21, 
R22 


Stoffe und Gemische, die bei Verschlucken und Gefahr R45, R49, 
Eindringen in die Atemwege tödlıch sein können oder R40; R60, 
und/oder eine Gefahr für die Gesundheit darstellen. | Achtung R62; R6l, 
Diese Stoffe und Gemische schädigen bestimmte R63; R46; 
Organe und/oder können Krebs erzeugen, die Frucht- R3Y...; 
barkeit beeinträchtigen, das Kind im Mutterleib R68/...; 
schädigen und/oder genetische Defekte und/oder R48/...;R42; 
beim Einatmen Allergien, asthmaartıge Symptome R33; R65 
oder Atembeschwerden verursachen. 


Stoffe und Gemische, die sehr giftig oder giftig für Achtung R50, R50/53 


%) GHS09 Wasserorganismen sind oder R51/53 


— 
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Entsorgungsratschläge (E-Sätze) 


Entsorgungsratschläge (E-Sätze) Anzuwenden u.a. auf 


verdünnen, ın den Ausguss geben kleinste Portionen ungefährlicher, reizender oder 

(WGK 0 bzw. 1) gesundheitsschädlicher Stoffe oder Stoffe mit 
oxidierender Wirkung, soweit wasserlöslich, sowie 
deren wässrige Lösungen; z.B. Natriumchlorid, 
Kalıumnitrat, Natronlauge (w < 5%) 


neutralisieren, ın den Ausguss geben saure und basısche Stoffe und deren wässrige 
Lösungen; z.B. Calcıumoxid, Kalıumhydroxid, 
Natriumhydroxid, Salzsäure, Salpetersäure, 
Schwefelsäure 


E.3 


E4 


in den Hausmüll geben, gegebenenfalls ın Feststoffe, falls keine anderen Ratschläge gegeben; 
PE-Beutel (Stäube) z.B. Eisen (Späne), Aktıvkohle 


als Sulfid fällen Schwermetallsalze 


mit Calcıium-Ionen fällen, dann El oder E3 lösliche Fluoride, Oxalate; z.B. Natriumfluorid, 
Oxalsäure 


nicht in den Hausmüll geben Stoffe mıt oxıdıerender Wirkung; explosive und 
selbstzersetzliche Stoffe; z.B. Kalıumpermanganat, 
Phosphor 


gasförmige Stoffe, diese wenn möglich absorbieren 
oder verbrennen; z.B. Stickstoffoxide, Kohlenstoff- 
monooxid, Wasserstoff, Ozon, Ethen, Ethin, Propan 


E7 im Abzugentsorgen 


Laborabfälle ım Sınne der TA Abfall; z.B. Bleı und 
Bleiverbindungen (bei letzteren zuvor E4) 


E8 |der Sondermüllbeseitigung zuführen 
(Adresse zu erfragen bei der Kreis- oder 
Stadtverwaltung) 


explosive selbstzersetzliche und entzündbare Stoffe 
und Gemische; z.B. Phosphor, Diethylether 


E9 unter größter Vorsicht ın kleinsten 
Portionen reagieren lassen 


(z. B. offen ım Freien verbrennen) 


E 10 |in gekennzeichneten Glasbehältern sammeln: |\organische Stoffe und Lösungen; z.B. Aceton, 
l. „Organische Abfälle - halogenhaltıg“ Methanol, Toluol, Bromethan, Trichlormethan 


2. „Organische Abfälle — halogenfrei“ dann E3 


u. 


ll als Hydroxid fällen (pH = 8), den Niederschlag | gelöste Schwermetallsalze; z. B. Kupfersulfatlösung 
zu E8 


E 12 |nıcht ın dıe Kanalisation gelangen lassen giftige Stoffe und Gemische sowie Stoffe und 
Gemische, die sehr giftig für Wasserorganısmen sind; 
z.B. Benzin, Benzol, Kohlenstoftdisulfid, Quecksilber, 
Phenol, Toluol 


E 13 |aus der Lösung mit unedlerem Metall z.B. Chrom- oder Kupfersalzlösungen 


(z.B. Eisen) als Metall abscheiden (E14, E3) 


recycling-geeignet (Redestillation oder einem |z.B. organische Lösemittel wıe Aceton, Quecksilber- 
Recyclingunternehmen zuführen) und Bleiverbindungen 


| mit Wasser vorsichtig umsetzen, frei werdende |Carbide, Phosphide, Hydride 
Gase absorbieren oder ıns Freie ableiten 


entsprechend den speziellen Ratschlägen für |z.B. Brom, Bromwasser, Natrium, Kalıum, 
die Beseitigungsgruppen beseitigen Chromsalze und Chromate, Quecksilber 
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Biologie 
Allgemeine Angaben 


Ungefähre Artenanzahlen einiger Tier- und Pflanzengruppen (weltweit) © 169-1 
Tiergruppe Artenanzahl Pflanzengruppe Artenanzahl 
Insekten 1000000 
Hoher 2 
Schmetterlinge | 120000 
Fadenwürmer Wirbeltiere 


Fische 

Lurche Samenpflanzen 

Kriechtiere | Nacktsamer 

Vögel | Bedecktsamer 

ie * Pilze gehören nicht zu den Pflanzen; sie bilden 
ein eigenes Reich. 


Honigbiene 
— Arbeiterin 


70) 
nr: 
100. [Kirsche  [amı 


Elefanten- 
schildkröte 
* Zeitangaben: T. = Tage, Wo. = Wochen, M. = Monate, J. = Jahre 


Durchschnittliche Lebensdauer von Zellen in Organen des Menschen 


Lebensdauer in 
Tagen (ca.) 


10,0-20,0 as 

— Fußsohlen 
= u || Bauch 

RoteBlut- 120 -Ohr 


Weiße Blut- .,0-3,0 sehr geringe 


’ A l 
keine oder nur 
Luftröhre körperchen Erneuerung 
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Größenvergleich von Zellen 


ha 

u, a x 
rat narai 
Hühnereiı 
4il 1m rer 


0,5 mm 0,l mm 0,01 mm 0,001 mm 
S00 um 100 um 10 um l um 0,l um 
1000 nm 100 nm 


Grafik: J. Mair, München 


Entwicklung der Lebewesen im Verlauf der Erdgeschichte 


Entwicklung der Organısmen Erstmalig treten auf 


Pflanzen und Tiere der Eiszeiten; Einfluss 
der Menschen auf Biotope der Erde 


Australopithecus, Homo habılıs, 
H. erectus, H. sapıens 


Quartär 
(1,6 bis heute) 


Tertiär” 
(65 bis 2) 


Vorläufer rezenter Formen von Pflanzen |Rezente Insektengattungen und 
und Tieren; Ausbreitung der Säugetiere |rezente Säugerordnungen 


Erdneuzeit 
Bedecktsamer 


Kreide 
(145 bis 65) 


Entfaltung der Knochenfische; Entwick- |erste Laubhölzer, 
lung der Säugetiere und Blütenpflanzen |echte Vögel 


Säuger und Vögel 


Jura Volle Entfaltung der Nadelbäume; Urvogel Archaeopteryx, 
(200 bis 145) Blütezeit der Saurier rezente Gattung von Ginkgo 


Erdmittelalter 


Trias ‘ fast völliges Aussterben der Ammoniten; | Saurier und erste kleine Säuge- 
(251 bis 200) | Rıesenschachtelhalme und Riesenfarne |tiere, Urschmetterlinge 


Perm 
(299 bıs 251) 


Nacktsamer 


Weiterentwicklung der Fische, Nadelbäume, 
Amphibien und Reptilien Ginkgogewächse, Käfer 


Karbon 
(359 bıs 299) 


Blütezeit der Amphibien; Wälder aus erste Reptilien, geflügelte 
Bärlapp, Schuppenbäumen und Farnen |Insekten, Süßwassermuscheln 


Devon 
(416 bis 359) 


uB) 
R- 
= 
I 
I 
> 
2 
DI 


Farne, Moose und Schachtelhalme besie- | Übergangsformen von Fischen zu 
deln feuchte Lebensräume des Festlandes | Lurchen, erste Insekten 


Sılur Algen, Pilze und Flechten besiedeln das |Panzerfische (mit Kiefer), 
(444 bıs 416) Land; Blütezeit der Wirbellosen Korallenriffe 


Erdaltertum 


erste Fische 


Ordovicium Entfaltung der Artenanzahl der erste Fische (ohne Kiefer), 
(488 bis 444) Wirbellosen und Meeresalgen Quallen und Weichtiere 


Kambrıum 
(542 bis 488) 


erste vielzellige Tiere ım Urozean; Algen, Krebse, Schnecken, 
Blütezeit der Trilobiten Steinkorallen, Stachelhäuter 


Praekambrıum 
(4600 bıs 542) 


Entstehung des Lebens; organische Moleküle, Urbak- 
Entwicklung der Fotosynthese terıen, algenartige Strukturen 


Urbakterien Algen 


l) Das Tertiär wird in der neueren Fachliteratur unterteilt in Paläogen (65-23) und Neogen (23- 1,6). 
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Stoff- und Energiewechsel 


Energie-, Nährstoff-, Wasser- und Vitamingehalt ausgewählter Nahrungsmittel 
(alle Angaben jeweils berechnet auf 100 g; 4,1868 kJ = 1 kcal; I. E. = Internationale Einheiten) 


Nahrungsmittel 


Energiegehalt |Nährstoffgehalt ing 


|hydrate 
Mine ms ji fan u In 
— 
——b 
= [9 


5380 
> 
E= 
u e- 


oO I10]0© 
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jmd 
== 


Rinderfie [sun [ie [02 [a4 [oo ms 


Energiegehalt der Nährstoffe 


Nährstoft Energiegehalt (EG) Bedartsfaktor in Re mu an (RO) 


> 
N 


Eiweiße (Proteine) Ve Fu 0,9 g je kg Körpermasse 
Kohlenhydrate 17,2 kJ/g 0,9 g je kg Körpermasse 


Respiratorischer Quotient RO 


Der respiratorische Quotient (RO) ist das Verhältnis der innerhalb einer Zeitspanne ausgeatmeten Stoffmenge 
an Kohlenstoffdioxid (CO>) zur verbrauchten Stoffmenge an Sauerstoff (O>). 

Die für den Abbau eines Nährstoffes im Körper nötige Menge O; steht zur dabei freigesetzten Menge an CO 
in einem bestimmten Verhältnis. Der RO-Wert der Nährstoffe gıbt dieses Verhältnis an. 


Täglicher Energiebedarf (Gesamtumsatz) bis zum 18. BT 


Alter (M. = Monate; J. = Jahre) |1-2M. |3-6M. 6-9M. 9-12M. 
' ÖTp sse (geru | 10kg [5 Ei 


Energiebedart je kg 


A 316ojo1g 


Körpermasse je Tag - a 
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Energiebedarf für verschiedene Tätigkeiten’ © 172-1 


Tätigkeiten \kcal/h |k/h || Tätigkeiten kJ/h 


 Durchschnittswerte bei 70 kg Körpermasse 


Körpermassenindex (= Body-Mass-Index, BMI) © 172-2 
BMI-Werte bei Normalgewicht 


Körpergröße (in m) - Körpergröße (in m) - 
BMI-Wert 19-25 21-2] 23-29 


Berechnung von Energieumsatz und Energiebedarf 


Grundumsatz GU bei Erwachsenen: GU=4,2kJ t' nx Zeitin Stunden 
bei Jugendlichen: GU = 6,2 kJ : m; Körpermasse inkg 


Tätıgkeitsdauer ın Stunden 
Energieumsatz je Stunde der 
Tätigkeit 
Bf Bedarfsfaktor des Nährstoffes 
Eb = (Nbxu ' EGxu) + (Nbrei ' EGFeu) + NG Nahrst oltheggri. 
( Nbe; , EGgw) EG Energiegehalt 


l. Fick’sches Ic Stoffmenge t Diffusionszeit 


Diffusionsgesetz dı 77 dx Durchtrittsfläche 
meer Diffusionskonstante 
ie aa x=vD.t £ | Stoffmengenkonzentration 
Diffusionsgesetz max. Diffusionszeit: /max = >.D Diffusionsweg 
Stoffmengenkonzentration beiderseits 
der Membran (innen und außen) 
Dicke der Membran 


Diffusion durch 
eine Membran 


Osmotischer Druck: O=c'R'T Stoffmengenkonz. der gelösten Stoffe 
lemperatur 
Saugkraft der Zelle: S=O0-W (universelle) Gaskonstante 
Turgor (Wanddruck) 


Enzymreaktionen 


Michaelis-Menten- |Die Michaelis-Menten-Konstante X,,, 

Konstante X, einer |gibt diejenige Substratkonzentration 

Enzymreaktıon an, bei der die Reaktionsgeschwindig- 
keit der Enzymreaktıon halb so groß 
wıe die maximale Reaktionsgeschwin- 
digkeit ıst. 


geschwindigkeit v, 


Reaktions- 


Reaktionsgeschwin- | Vmax: c(S) 
digkeit vo einer an Kntec(S) 
Enzymreaktion Lineweaver-Burk-Gleichung: K,,, Substratkonzentration c(S) 


ur re: | | 


a Hau un V max maximale Reaktionsgeschwindigkeit 
vo Vmax CS)  Vmax c(S) Substratkonzentration 


Eon 
‚vo 
= 
Oo 
‚Q 
MN 
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Genetik und Evolution 


„Code-Sonne“: Schematische Darstellung des genetischen Codes 


Eine Gruppe aus drei organischen Basen, die eine 

bestimmte Aminosäure verschlüsseln, wird Triplett 

oder auch Codon genannt. 

Von innen nach außen gelesen erhält man für jedes 

Triplett die zugehörige Aminosäure, von außen nach 

innen erhält man für jede Aminosäure die zuge- 

hörigen Tripletts. 

— Schwarzes bzw. weißes Dreieck: Startcodon für eın 
Eıweißmolekül 

— Schwarzer Punkt: Stoppcodon für ein Eiweib- 
molekül 

— U steht für Uracıil 

Uracıl ıst eine organische Base, die in manchen 

Nucleinsäuren anstelle der Base Thymin vorkommt. 

Der genetische Code gilt bei Viren und Bakterien 

ebenso wie bei Pflanzen, Pilzen, Tieren und beim 

Menschen, er ist universell. 


* Redundanz erweitert 
Hardy-Weinberg-Gesetz Chromosomensätze von Lebewesen’ 


» keine Mutationen 

» unendlich große Population 
> keine Selektion 

» kein Genfluss 


> beliebige Paarung der Individuen Stubenfliege 

(vollständige Panmixie) Laubfrosch 

Allelenhäu- | Ausgangspopulation: Für die 
figkeiten in | Häufigkeit p bzw. q dominanter bzw. Mensch 16 

ER ezessiver Allele güt: Mensch 146 


(Hardy- Folgepopulation: Für p, g und die 
Weinberg- |Genotyphäufigkeiten d(homozygot 
Gesetz) dominant), Ah (heterozygot) und r 
(homozygot rezessıv) gilt: 
p +2pg+g =1 


) Angegeben ist jeweils die Chromosomenanzahl 
eines diploıden Chromosomensatzes 


'Mutationsrate M, N Anzahl der Neumutanten 
(nach Nachtsheim) =} N; Gesamtanzahl der Individuen 


Individualfitness W | Genotyphäufigkeit des betrachteten 
Mittlere Populations- Bee: Genotyps 
fitness W | | N ..x Nachkommenschaft des besten 
Genotyps 
W,„ Individualfitness des Genotyps n 
f, Häufigkeit des Genotyps n 


Genetische Last Z 


Selektionskoeffizient S 
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Ökologie 


Wachstumsgesetze 


Exponentielles 
Wachstum 


Bestimmen der Wasserqualität 


Sauerstoffgehalt ß(O-)  a-0,08- 1000 


_B(2): 100% 
P(O2 )s 
P(O>)ner = P(O2) - P(O>)s 


in mg/l (nachWinkler) 


Sauerstoffsättigung S 


Sauerstoffdefizit 
P (O>)Der 


Saprobienindex S, | 


Saprobienwerte s 
einiger Zeigerarten 


Zeigerart 

Alpenstrudelwurm 
Steinfliegenlarven 

flache Eintagsfliegenlarven 
Bachstrudelwurm 
Köcherfliegenlarven (mit Köcher) 
Köcherfliegenlarven (ohne Köcher) 
Mützenschnecke 

Bachflohkrebs 

weıße Strudelwürmer 
Schneckenegel 
Krıiebelmückenlarven, -puppen 
Wasserassel 

Rote Zuckmückenlarve 
Schlammröhrenwürmer 


Anzahl der Geburten 

Gesamtzahl der betrachteten Individuen 

Anzahl der Todesfälle 

Zeit 

max. Populationsgröße (Lebensraumkapazität) 
exponentielle Wachstumskurve 


logistische 
Wachstumskurve 


Volumen der Wasserprobe ın ml 
Verbrauch an Natriumthiosulfat- 
lösung ın ml (ce = 0,01 mol/l) 
zugesetzte Reagenzienmenge ın ml 
gemessener Sauerstoffgehalt der 
Frischprobe bei der gemessenen 
lemperatur 

theoretischer Sauerstoffsättigungs- 
wert beı der gemessenen Temperatur 
Anzahl der untersuchten 
Organısmenarten 

Abundanz (Häufigkeitsklasse, 

zu ermitteln aus der ausgezählten 
Häufigkeit der Organısmen einer 
Art) 

Saprobienwert für die einzelne Art 
Indikationsgewicht (Gewichtungs- 
faktor mıt den Werten 1, 2,4, 8,16, 
der die Eignung einer Art als Indi- 
kator für bestimmte Güteklassen 
angıbt) 


Brutto-Primärproduktion 
Netto-Primärproduktion 
Stoffverlust durch Atmung 

my Verlustmasse 

FM Frischmasse 

TM Trockenmasse 

m(H>O),»; m(H>O),„r Masse des abgegebenen 
bzw. aufgenommenen Wassers je Zeiteinheit 

Eort Beleuchtungsstärke am Wuchsort 

Errei Beleuchtungsstärke im Freiland 


Wachstum | Wasserqualität | Blomasse und Wasserbilanz | Zeigerwerte 1/5 


Bestandsaufnahme von Pflanzen 


Stufen | Deckungsgrad (bedeckter Anteil | Häufigkeit der Art ın der 


der SEREBERESUEREERERT) ni 


<5% 


Abkürzungen zur Bezeichnung 
des Entwicklungsstatus 


K Keimpflanze; J Jungpflanze; 
st steril (ausgewachsene Pflanze 
ohne Blüten und Samen); 

ko knospend (Blüten- oder 
Blattknospen); 

b blühend; f fruchtend; 

v vergilbend; f tot (oberirdische 


mehr als 5 Individuen, evtl. 


sogar zahlreich bei trotzdem 
geringem Bedeckungsgrad 


51-/5% 


— Individuenzahl 
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tufen |Licht Z 


Temperatur 7 Bodenfeuchtig- 


keit F 
sehr trocken 


auf trockene Böden 
beschränkt 


sehr kalt 
in alpinen bzw. nıvalen 
Lagen 


sehr schattig 

noch bei weniger als 

l %, selten bei mehr als 
30%r.B.* 


Waldsauerklee Gletscher-Hahnenfuß | Duvals Schaf-Schwingel 


zwischen I und 3 
Scharfer Mauerpfeffer 


trocken 
häufiger auf trockenen 
als auffrischen Böden 


Kahles Bruchkraut 


zwischen ]1 und 3 
Alpen-Edelweiß 
kühl 

in subalpinen Lagen 


zwischen I und 3 
Hain-Gilbweiderich 


schattig 

meist bei weniger als 
STB.” 

Vierblättrige Einbeere | Zwerg-Birke 


zwischen 3 und 5 zwischen 3 und 5 zwischen 3 und 5 


Mondviole 


halbschattig 

meist bei mehr als 10% 
r.B.*, selten aber im 
vollen Licht 


Gefl. Lungenkraut 


Kornelkirsche 

frısch 

mittelfeuchte Böden: 
meidet nasse oder öfter 
austrocknende Böden 


Rosmarinheide 


mäßig warm 
in submontan- 
temperaten Lagen 


Gold-Kälberkropf Wiesen-Knäuelgras 


zwischen 5 und 7 zwischen 5 und 7 zwischen 5 und 7 


selten bei < 20%r.B.* 


Wald-Akelei Wilde Möhre Kl. Schneeglöckchen 


feucht 
auf durchfeuchteten, 
aber nicht nassen 


Böden 


warm 
in relativwarmen 
Tieflagen 


sonnig und schattig 
ab 30% r. B.*, meist im 
vollen Licht 


Wiesenkerbel Sommerflieder Kuckucks-Lichtnelke 


zwischen 7 und 9 oft |zwischen 7 und 9 


submediterran 


sonnig 
nur selten bei weniger 


Oi: ® 
als 40% r. B. Schopfige Trauben- 


Deutsches Weidelgras | hyazinthe Sumpf-Kratzdistel 


nass 
auf durchnässten. 
luftarmen Böden 


sehr warm 
mediterrane- 
Verbreitung 


sehr sonnig 
ın voller Sonne, nıcht 
bei < 50%r.B.* 


Platthalm-Rispengras |\ Milzfarn Wasserschierling 


*r.B.: relative Beleuchtung ist die Beleuchtung, die am Wuchsort zur vollen Belaubung der sommergrünen Pflanzen (Juli bis September) 


bei dıffuser Beleuchtung (Nebel oder gleichmäßig bedeckter Hımmel) herrscht 


5-25% beliebige Individuenzahl 
26-50 % beliebige Individuenzahl 


g abgemäht 


odenreaktion R |Stickstoff- 


stark sauer 
nicht auf schwach- 
sauren bis basıschen 


Böden 
Ostalpen-Enzian 
zwischen | und 3 
Berg-Hauswurz 


sauer 
auf sauren, selten auf 
neutralen Böden 


Roter Fingerhut 
zwischen 3 und 5 
Faulbaum 


mäßig sauer 
selten auf stark sauren 
oder neutralen Böden 


Saat- Wucherblume 


zwischen 5 und 7 


Knotiger Braunwurz 


schwach sauer bıs 
schwach basisch 
meidet stark saure 
Böden 


Gemeine Kratzdistel 


zwischen 7 und 9 
meist auf Kalk weiısend 


Purpurknabenkraut 


basısch 
kalkreiche Böden 


Alpen-Vergissmeinnicht 


Teile abgestorben) 
S'nur als Samen zu finden 


versorgung N 


sehr stickstoffarm 
stickstoffärmste 
Standorte anzeigend 


Gemeiner Schwingel 
zwischen I und 3 
Heide-Nelke 


stickstoffarm 
nur ausnahmsweise auf 
reicheren Böden 


Feld- Mannstreu 
zwischen 3 und 5 
Hain- Rispengras 


mäßig stickstoffreich 
seltener auf armen und 
reichen Böden 


Sand- Mohn 


zwischen 5 und 7 


Acker-Senf 


stickstoffreich 
seltener auf mittel- 
mäßigen und nur 
ausnahmsweise auf 
ärmeren Böden 
Rohrglanzgras 


sehr stickstoffreich 


Echter Hopfen 


überm. stickstoffreich 
extrem nährstoffreiche 
bzw. verschmutzte 
Böden 


Große Brennnessel 
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Mathematik und Informatik 


A 
Abbildungen (Geometrie) 
391., 84. 
—, affıne 85 
—, lineare 84 
Abbildungsgleichung S4f. 
Abbildungsmatrix 84 
abc-Formel (quadrat. 
Gleichungen) 22 
abgeschlossenes Intervall 5,7 
Ablehnungsbereich 51 
Ableitung 63 
—, spezieller Funktionen 64 
Ableitungsregeln 
(Differenziationsregeln) 63 
Abrunden 10 
Abschreibungen 18 


absolute Häufigkeit 43,45, 
50 
Abstand 30 


— Gerade-Ebene 78 
— paralleler Geraden 30 
— Punkt-Ebene 78 
— Punkt-Gerade 30, 78 
— windschiefer Geraden 78 
— zweier Punkte 30 
Abweichung, mittlere 
quadratische 43 
Achsenabschnittsform 21 
achsenparallele Lage 80 
Achsenspiegelung 39 
Achsensymmetrie 
(von Graphen) 15 
Addition 10 
— komplexer Zahlen 13 
— von Brüchen 11 
— von Matrizen 83 
— von Vektoren 73 
Additionssatz (Stochastik) 
47 
Additionstheoreme 28 
Additionsverfahren 20 
afflıine Abbildungen 85 
Aggregation 93 
Ähnlichkeit 40 
Ähnlichkeitsabbildung 40 
Ähnlichkeitsfaktor 40 
Ähnlichkeitssätze 41 
Algorıthmik 90 
Algorıthmus 89 
Alphabet, griechisches 6 
ÄAlternativtest 51 
Anfangsverteilung 46 
Anfangswert 25,71 
Ankathete 33 
Annahmebereich 51 
Annuıtät 19 
Anordnung von Objekten 44 
antiproportionale 
Zuordnungen 17 
Anwendungsschicht 94 
Äquatorialebene 31 


äquivalente Terme 1] 
Äquivalenz von Zahlungen 
19 
Äquivalenzumformungen 14 
Argument 14 
arıthmetische Folgen und 
Reihen 60 
arıthmetisches Mittel 
Arkusfunktionen 
(arccos, arcsın, arctan) 28 
Assoziation 93 
Assoziativgesetz 10 
— ım Vektorraum 8l 
Asymptote 62 
Attrıbut 92,96 
Aufriss 38 
Aufruf (Programmierung) 91 
Aufrunden 10 
Ausgleichsgerade 43 
Ausklammern Il 
Ausmultiplizieren 1] 
Außenwinkelsatz 32 
Auswahl (Informatık) 90 
Axıomensystem von 
Kolmogorow 45 
. 
Balkendiagramm 42 
Basıs 
— eines Logarıthmus 
— einer Potenz 10,12 
— eines Vektorraumes 8] 
Basısvektoren 81 
Basiswechsel (Log.) 12 
Baumdiagramm 45 
Bayes, Satzvon 47 
bedingte Wahrscheinlichkeit 
47 
Bernoulliexperiment 48 
Bernoulli-Kette 48 
Berührungsradius 30 
Berührungspunkt 30 
beschränktes Wachstum 71 
bestimmtes Integral 67 
Betrag 6,13,2] 
— einerkomplexen Zahl 13 
— eines Vektors 73 
Betragsfunktion 2] 
Binom 44 
Binomialkoeffizient 44 
Binomialverteilung 48 
— kumulierte 55ff. 
—, summierte 551. 
—, Wertetafel 52ff. 
binomische Formeln 11 
bıinomischer Satz 43 
bıquadratische Gleichung 22 
Bit 89 
Bogenlänge 31,35, 70 
—, ebene Kurve 70 
—, Kreisbogen 35 
Bogenmaß 31 
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Boolean 89 
Boxplot 42 
Brennpunkt 80 
Browser 94 
Bruchgleichung 24 
Bruchrechnung 11 
Bruchterme Il 
Bruchzahlen 7,11 
Byte 89 


Cavalieri, Satzdes 37 

Char 89 

charakteristisches Polynom 
85 

Client 94 

Client-Server-Prinzip 94 

cos 26,28,33 


cot 27 
Cramer'sche Regel 86 
D 


darstellende Geometrie 38 
Datenbank 96 
Datenreihe 43 
—, Kenngrößen 43 
Datentypen 89 
Deckfläche (Körper) 36 
Definitionsbereich, 
Definitionsmenge 
Definitionslücke 62 


11,14 


dekadischer Logarıthmus 12, 


25 
Delphi 89ft. 
Determinante 831. 
Dezimalsystem 9 
Dezimalzahl 9 
Diagonale (ebene Figuren) 
34 
Diagonalmatrıx 82 
Diagramme 42 
Dichtefunktion 49 
Dienste 94 
Differenzenquotient 63 
Differenzialgleichungen 71 
Differenzialquotient 63 
Differenzialrechnung 63ft. 
Differenziationsregeln 63 
Differenzierbarkeit 63 
Ditferenzmenge 5 
Dimension 81 
direkt proportional 17 
diskrete Zufallsgröße 48 
Diskriminante 22 
Distributivgesetz 10 
— ım Vektorraum 81 
divergente Zahlenfolge 61 
Dividend 10 
Division 10 
— komplexer Zahlen 13 
— vonBrüchen II 
Diviısor 10 


DNS (Domain Name 
System) 94 
Dodekaeder 37 
Domain 94 
Doppelpunkt (Kurven) 29 
Doppelwinkelformeln 28 
Double 89 
Drachenviereck 34 
Draufsicht 38 
Drehrichtung 39 
Drehung 39,85 
Drehwinkel 39 
Drehzentrum 39 
Dreieck 32ft. 
— Ähnlichkeitssätze 41 
—, Berechnungsformeln 34 
—, Kongruenzsätze 4] 
—, Pascal’sches 44 
—, rechtwinkliges 32,34 
—, Schwerpunkt 32, 75 
Dreiecksmatrix 82 
Dreiecksungleichung 32 
Dreipunktegleichung 76 
Dreisatz 17 
Dreitafelprojektion 38 
DSL (Digital Subscriber 
Line) 94 
Dualsystem 9 
Dualzahl 9 
Durchmesser 30 
E 
& 9 
ebene Figuren 32, 34 
Ebenengleichungen (vekto- 
rıelle Darstellung) 76 
echt parallel 76 
Effektivzinsberechnung 19 
Eigenvektor 85 
Eigenwert 85 
eindeutige Zuordnung 
(= Funktion) 14 
eineindeutige Funktion 
(= umkehrbare Fkt.) 16 
Einheitskreis 261. 
Einheitsmatrix 82 
einseitige Auswahl 90 
einseitiger Signifikanztest 51 
Einsetzungsverfahren 20 
Einzelwahrscheinlichkeiten 
(Binomialverteilung) 
32H. 
elementare Zeilen- 
umformungen 86 
Elementarereignis 
(= Ergebnis) 45 
Ellipse 80 
empirische Varianz 43 
entgegengesetztes Ereignis 
(= Gegenereignis) 45 
Entität 96 
Entitätenmenge 96 


Entitätstyp 96 
Entscheidungsregel 51 
e-Umgebung 6] 
Ereignis 45 
—, Gegenereignis 45 
—, sıcheres 45 
—, Unabhängigkeit 47 
—, unmögliches 45 
Erfolgswahrscheinlichkeit 48 
Ergebnis (Zufallsversuch) 45 
Ergebnismenge 45 
Erlösfunktion 19 
ERM (Entity-Relationship- 
Modell) 96 
Erwartungswert 48 
Erweitern 1] 
erweiterte Koeflizienten- 
matrix 86 
Ethernet 94 
Euler’sche Zahle 5 
Exponent 10,12 
Exponentialfunktion 25 
—, Reihenentwicklung 7] 
Exponentialgleichung 25 
exponentielles Wachstum 25, 
71 
Extrempunkt 65 
Extremstelle 65 
Extremum 65 
Extremwert 65 
Exzentrizität, lineare 
und numerische 80 
F 
Faktoren 10 
Fakultät 5,44 
Fehler (l.und 2. Art) 51 
Figurendiagramm 
(= Pıktogramm) 42 
Fixgerade 85 
Fiıxpunkt 39,85 
Flächeninhalt 
(ebener Figuren) 34 
Flächeninhaltsberechnung 
durch Integration 70 
Fließkommazahl 89 
Flussdiagramm 90 
Folge 60 
—, arıthmetische 60 
—, geometrische 60 
FTP (File Transfer Protocol) 
94 
Frakturbuchstaben 6 
Funktion 14ft.,21ff. 
—, Darstellung 14 
—, Eigenschaften 15 
—, ganzrationale 24 
—, gebrochen rationale 24 
—, Inverse 
(= Umkehrfunktion) 16 
—, konstante 2] 
=, lineare 21 
—, quadratische 22 
—, stetige 61 
—, trigonometrische 26 
—, Verhalten im Unendlichen 
62 
—, zyklometrische 28 
Funktionsgleichung 14 


Funktionsgraph 14f., 70 
Funktionsterm 14 
Funktionswert 14 
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ganze Zahlen 7 

ganzrationale Funktionen 24 

Gauß’sche Zahlenebene 13 

Gauß’sches Elıminations- 
verfahren 85 

gebrochenrationale 
Funktionen 24 

—, Asymptoten 62 

gebrochene Zahlen 7 

Gegenereignis 45 

Gegenhypothese 51 

Gegenkathete 33 

Gegenzahl 10 

Geheimnisprinzip 92 

General Packet Radio Service 
(GPRS) 94 

Generalisierung 93 

Geometrie, darstellende 38 

geometrisch-degressive 
Abschreibung 18 

geometrische Folge 60 

geometrische Reihe 60 

geometrisches Mittel 11 

Geraden 21, 30 

Geradengleichung 21,75 

—, Achsenabschnittsform 21 

—, allgemeine Form 21 

—, Normalenform 75 

—, Punktrichtungsgleichung 
75 

—, Zweipunktegleichung 
(Koordinatenform) 21 

—, Zweipunktegleichung 
(vektoriell) 75 

gesamtfällige Schuld 19 

Gesamtkapital 18 

Gesamtkosten 88 

geschlossene Kurve 29 

Gewinnfunktion 19 

ggl 3 

gleichschenkliges Dreieck 32 

gleichseitiges Dreieck 32 

Gleichsetzungsverfahren 20 

Gleichungen 14, 20,22, 24 

—, allgemeingültige 14,20 

—, bıiquadratische 22 

—, Definitionsmenge 14 

—, lineare 20 

—, n-ten Grades 24 

—, quadratische 22 

—, unerfüllbare 14 

Gleichungssysteme, 
lineare 20,86 

—, grafische Lösung 20 

Gleichverteilung 49 

globales Extremum 
(Maximum, Minimum) 65 

Goldener Schnitt 41 

Gozinto-Graph 87 

GPRS (General Packet Radio 
Service) 94 

Gradmaß 31 

Graph 15ft. 


Grenzkostenfunktion 19 


Grenzverteilung 46 
Grenzwert 61 
—, Schreibweisen 6 
Grenzwertsätze (für Funk- 
tionen und Zahlenfolgen) 
61 
griechisches Alphabet 6 
größter gemeinsamer Teiler 8 
Grundflächeninhalt 36 
Grundgesamtheit 50 
Grundintegrale 69 
Grundriss 38 
Grundwert 18 


H 
Halbgerade 30 
halboffenes Intervall 5,7 
Halbweite 43 
Halbwertszeit 25 
harmoniısches Mittel 1] 
Häufigkeit, absolute 
und relative 43,45, 50 
Häufigkeitsverteilung 43 
Hauptachse 80 
Hauptähnlichkeitssatz 41 
Hauptdiagonale 82 
Hauptnenner Il 
Hauptsatz der Differenzial- 
und Integralrechnung 67 
hebbare Lücke 62 
Hesse’sche Normalenform 751. 
Hexadezimalsystem 9 
Hexaeder 37 
Hintereinanderausführung 
(von Abb.) 40,85 
Histogramm 42 
Hochpunkt 65 
Höhe 32, 34, 36 
—, im Dreieck 32,34 
—, von Körpern 36 
Höhensatz 33 
Höhenschnittpunkt 32 
HTML (Hypertext Markup 
Language) 94 
HTTP (Hypertext Transfer 
Protocol) 94 
Hyperbel 23,80 
hypergeometrische 
Verteilung 49 
Hypotenuse 33 
Hypotenusenabschnitt 33 
Hypothesen, Testen von 5] 


ICMP (Internet Control 
Message Protocol) 94 
Ikosaeder 37 
imaginäre Achse 13 
imaginäre Einheiti 13 
imaginäre Zahlen 13 
Imaginärteil 13 

IMAP (Internet Message 
Access Protocol) 94 
Implikation 5 

indirekt proportional 17 
Inkreis 32,35 
Innenwinkel 32 
Innenwinkelsatz (Innenwinkel- 
summe) 32,34 
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Inputmatrix 88 
Input-Output-Tabelle 87 
Integer 89 
Integral 6,67 
—, bestimmtes 67 
—, Symbol 6 
—, unbestimmtes 67 
—, uneigentliches 68 
Integralfunktion 67 
Integralrechnung 67ft. 
—, Mittelwertsatz der 69 
Integrand 67 
Integration 67ff. 
—, näherungsweise 68 
—, Flächeninhaltsberechnung 
70 
—, partielle 68 
—, Volumenberechnung 70 
Integrationsformel, 
allgemeine 67 
Integrationsgrenze 67 
Integrationskonstante 67 
Integrationsregeln 68 
Integrierbarkeit 67 
Interaktionsdiagramm 93 
Internet 94 
Internetschicht 94 
Interpolation 66 
Intervalle 5,7 
Intervallwahrscheinlich- 
keiten 50 
inverse Funktion 
(= Umkehrfunktion) 16 
inverse Matrix 82 
inverses Element 8] 
IP (Internet Protocol) 94 
IP-Adresse 94 
irratıionale Zahl 7,13 
Irrtumswahrscheinlichkeit 51 
ISDN (Integrated Services 
Digital Network) 94 


J 


Jahreszinssatz 18 
jährliche Abschreibung 18 
Java 89ff. 


K 

Kapazität (Wachstum) 7] 
Kapitalentwicklung 18 
Kardınalıtät 93,96 
kartesisches Koordinaten- 
system 31 

Kathete 33 
Kathetensatz 33 
Kavalierperspektive 38 
Kegel 36 
Keselschnitte 80 
Kegelstumpf 36 
Kehrwert 101. 
Kepler’sche Fassregel 68 
Kettenregel 63 

keV 8 

Klammern 1] 

Klasse (Informatik) 92 
Klassenattribute 92 
Klassendiagramm 93 
Klasseneinteilung 42 
Klassenhäufigkeit 42 
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Klassenmethoden 9 
kleinste Periode 26 
kleinstes gem. Vielfaches 8 
Koeffizientenmatrix 86 
Kollinearität 73 
Kolmogorow’sches 
Axiomensystem 45 
Kombination 44 
Kombinatorik 44 
Kommunikation 94 
Kommutativgesetz 10 
— ım Vektorraum 8] 
Komplanarität 73 
Komplementmenge 5 
Komplementwinkel- 
beziehung 28 
komplexe Zahlen 7,13 
Komponenentendarstellung 
12 
Komposition 93 
Konfidenzintervalle 51 
Kongruenz 39 
Kongruenzabbildung 39 
Kongruenzsätze 41 
konjugiert komplex 13 
konkav 66 
konvex 66 
konstante Funktionen 21 
Konstruktionsschritte 38 
Kosumvektor 88 
Kontrollstrukturen 90 
konvergente Zahlenfolge 6] 
Koordinaten 31 
— eines Vektors 72 


Koordinatengleichung 21, 79 


Koordinatensysteme 3] 
Körper (Geometrie) 36f. 
Körpernetze 36 
Korrelationskoefhizient 43 
Kosinus 26f., 33 
—, spezielle Werte 27 
Kosinusfunktion 26 
—, Reihenentwicklung 71 
Kosinussatz 33 
Kostenfunktion 19 
Kostenvektor 88 
Kotangensfunktion 27 
Kreditsumme 19 
Kreis 30, 35, 79 
—, Umfangslänge 35 
—, Flächeninhalt 35 
Kreisausschnitt 35 
Kreisbogen 35 
Kreisdiagramm 42 
Kreisgleichung 79 
Kreiskegel 36 
Kreiskegelstumpf 36 
Kreislinie (als 
Parameterkurve) 29 
Kreissektor (Kreisausschnitt) 
33 
Kreiszahlt 5,35 
Kreiszylinder 36 
Kreuzprodukt 
(= Vektorprodukt) 74 
krıtische Zahl 51 
kritischer Bereich 51 
Krümmungsverhalten 66 
k-o-Intervalle 50 


Kugel 37,79 
Kusgelabschnitt 37 
Kugelausschnitt 37 
Kuselgleichung 79 
Kugelkappe 37 
Kugeloberfläche 37 
Kugelschicht 37 
Kuselsektor 37 
Kugelvolumen 37 
kumulierte 
Binomialverteilung 55ff. 
Kurve, ebene 29 
—, Bogenlänge 70 
Kurvendiskussion 
(Untersuchen von 
Funktionen) 651. 
Kurvenparameter 29 
Kurzen 11 


L 
Hospital, Regelvon 61 
Lagebeziehungen 21, 761. 
—, Ebene-Ebene 77 
— . (gerade- Ebene 77 
—, Gerade - Gerade 21,76 
— zweier Kreise 79 
— zweier Kugeln 79 
Länge einer Strecke 30 
Länge eines Vektors 73 
Laplace-Wahrscheinlichkeit 
45 
Laufzeit (Kredit) 19 
Leitlinie 80 
Leontief-Inverse 88 
Leontief-Modell 88 
LGS 20 
Limes, lim 6,61 
lineare 
— Abbildung 84 
— Abhängigkeit 73 
— Abschreibung 18 
— Algebra 8lft. 
— Exzentrizität 80 
— Funktion 2] 
— Gleichung 20 
— Gieichungssysteme 20,86 
— Optimierung 87 
— Regression 43 
— Unabhängigkeit 73 
— Ungleichung 20 
— Verflechtung 87 
Linearfaktoren 22 
Linearkombination 81 
Liniendiagramm 42 
Link 94 
linksgekrümmt 66 
Logarıthmengesetze 12 
Logarıthmus 10,12 
—, dekadischer 12,25 
— natürlicher 12,25 
Logarıthmusfunktionen 25 
Logarithmusgleichung 25 
logischer Wert 89 
logistisches Wachstum 71 
lokale Änderungsrate 
(= Differenzialquotient) 
63 
lokales 
— Extremum 65 


— Maxımum 65 
— Minimum 65 
Lösungsmenge 14 


Lot 30 
Lotgerade 30 
M 


Mantelfläche 36 
Mantelflächeninhalt 36 

—, von Rotationskörpern 70 

Markow’sche Prozesse 46 
Markow-Ketten 46 
Maßstab 40 

maßstäbliche Vergrößerung/ 
Verkleinerung 40 
Materialkosten 88 
Materıalverflechtung 87 
Matrix 82f. 

-, inverse 82 

—, quadratische 82 

—, Rechenregeln 83 

—, schiefsymmetrische 82 

—, symmetrische 82 

—, transponierte 82 
Maximum 65 

Median 43 

mehrstufige Zufallsversuche 
45,46 
Mengenoperationen 5 
Mengenvektor 88 
Methode 92 

Minimum 65 

Minuend 10 
Mittelpunkt 

— eines Kreises 30 

— einer Strecke 75 
Mittelpunktslage 80 
Mittelpunktswinkel 
(=Zentriwinkel) 35 
Mittelpunktswinkelsatz 35 
Mittelsenkrechte 32 

-, ım Dreieck 32 
Mittelwert 11,43, 48 

—- arıthmetischer 11,43 

—, einer Datenreihe 43 

—, einer Zufallsgröße 48 

—, geometrischer 11 

—, harmonischer |] 
Mittelwertsatz 

—, Differenzialrechnung 
64 

—, Integralrechnung 69 

mittlere quadratische 
Abweichung 43 
Modalwert 43 

Modem 94 

Moivre, Satzvon 13 

Moivre-Laplace’sche 
Näherungsformeln 49 

monotone Zahlenfolge 60 
Monotonie 

— von Funktionen 
65 

— von Zahlenfolgen 60 
Monotoniegesetze 10 
Monotoniekriterien 65 
Multiplikation 10 

— komplexer Zahlen 13 

— von Brüchen 11 
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— von Matrizen 83 

— von Vektoren 74 

Multiplikationssatz 
(Stochastik) 47 


N 

Näherungsformel 

— von Moivre-Laplace 49 

— von Poisson 49 

Näherungsverfahren 

—, Newton’sches 64 

—, Regula falsı 64 

Nassı-Shneiderman- 
Diagramm 90 

natürliche Zahlen 7 

natürlicher Logarıthmus 


12,25 
Nebenachse 80 
Nebenbedingungen 


(lın. Optimierung) 87 
Nebendiagonale 82 
Nebenwinkel 35 
n-Eck 34 
—, regelmäßiges 35 
Nenner 1] 

Netze (Körpernetze) 36 
Netzwerk 94 
Netzzugangsschicht 94 
neutrales Element 

(im Vektorraum) 81 
Newton’sches Näherungs- 

verfahren 64 
Normaleneinheitsvektor 

73 
Normalenform 
—, der Ebenengleichung 76 
—, der Geradengleichung 75 
—, Hesse’sche 75f. 
Normalenvektor 75t. 
Normalform 
— linearer Gleichungen 20 
— quadrat. Gleichungen 22 
Normalparabel 22 
normalverteilte Zufallsgröße 

49 
Normalverteillung 49 
Nullfolgen 61 
Nullhypothese 51 
Nullstellen 15,21f£f. 
Nullvektor 72 
Nullwinkel 30 
numerische Exzentrizität 

80 
Numerus 10,12 
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oberer Viertelwert 43 
Oberflächeninhalt 36f. 
Objekt 92 
objektorientiertes 
Programmieren 921. 
Objektorientierung 92E. 
offenes Intervall 5,7 
Oktaeder 37 
Operationen 95,92 
Optimierung, lineare 87 
Ordnung der Determinante 
83 
Ortsvektor 72,75ft. 


P 
Parabel 22f., 80 
parallel(Geraden) 21,30 


Parallelen, geschnittene 35 


Parallelogramm 34 
Parallelverschiebung 39 
Parameter (Einfluss auf 
Funktionsgraphen) 
161., 26 
Parametergleichung 79 
Parameterkurve 29 
—, Bogenlänge 70 
Partialsummen 60 
Partialsummeniolge 60 
partielle Integration 68 
Pascal’sches Dreieck 44 
Passante 30 
Periode, kleinste 26 
periodische Funktion 15 
Periodizität 15,261. 
Peripheriewinkel 35 
Peripheriewinkelsatz 
(= Umfangswinkelsatz) 
35 
Permutation 44 
Pfadregeln 45 
Pit) 3,35 
Pıktogramm 42 
Platonische Körper 37 
Poissonverteilung 49 
Pol 31 
Polarachse 31 
Polarkoordinaten 31, 79 
Polstelle 62 
Polyeder, regelmäßige 37 
Polynom 24 
Polynomdivision 24 
Polynomfunktion 24 
Polynominterpolatıion 66 
POP (Post Office Protocol) 
94 
Potenzen 10,12 
Potenzfunktion 23 
Potenzgesetze 12 
Potenzieren 10, 12 
Potenzregel 63 
Potenzreihenentwicklung 
(cos, exp, sın) 71 


Potenzsummenformeln 60 


pq-Formel 22 

Primfaktorzerlegung 8 

Primzahlen 8 

Prisma 36 

Produkt 10 

— von Vektoren 74 

Produktgleichheit 17 

Produktintegration 68 

Produktionsmatrix STE. 

Produktionsvektor 88 

Produktregel 

—, Baumdiagramm 45 

—, Differenziation 63 

Programmablaufplan 90 

Programmieren 90ft. 

—, objektorientiertes 92T. 

Programmiersprachen 
sgff. 

Projektion 38 

Proportionalität 17 


Proportionaliıtätsfaktor 17 
Provider 94 
Prozentrechnung 18 
Prozentsatz 18 
Prozentwert 18 
Prozesse, Markow’sche 46 
—, stochastische 46 
—, zyklische 46 
Punkte (Darstellung im Raum 
und ın der Ebene) 31,72 
Punktrichtungsgleichung 
TSE 
Punktspiegelung 39 
Punktsymmetrie 
(von Graphen) 15,22ff. 
Pyramide 36 
Pyramidenstumpf 36 
Pythagoras 
—, Satzdes 33 
—, „trigonometrischer”“ 28 


Q 
Quader 36 


Quadrantenbeziehungen 261. 


Quadrat 34 
quadratische 
— Abweichung 43 
— Funktionen 22 
— Gleichungen 22 
— Matrizen 82 
Quadratwurzel 12 
Quelltext 95 
Quersumme 8 
Quotient 10 
Quotientengleichheit 17 
Quotientenregel 63 
R 
Radıant 31 
Radıkand 10,12 
Radıus 30 
Radızıeren 10,12 
Rang 
— einerlin. Abb. 84 
— einer Matrix 82 
Ratentilgung 19 
rationale Funktion 24 
rationale Zahlen 7 
räumliche Koordinaten 31 
Raute 34 
Realteil 13 
Rechengesetze 10 
Rechenoperationen 10 
Rechteck 34 
rechter Winkel 30 
rechtsgekrümmt 66 
rechtwinkliges Dreieck 
3211. 
reelle Achse 13 
reelle Zahlen 7,13 
Regel, 
—, Cramer’sche 86 
—, Simpson’sche 68 
—, Kepler’sche 68 
— vonl’Hospital 61 
— von Sarrus 84 
regelmäßige (reguläre) 
— n-Ecke 35 
— Polyeder 37 


Regressionsgerade 43 

Regula falsı 64 

Reihe (unendliche) 6, 60 

—, arıthmetische 60 

—, geometrische 60 

Relatıon (Informatik) 96 
Relationen 5 

relatıve Häufigkeit 
43,45, 50 

Rentenrechnung 18 

Rhombus 34 
Richtungsvektor 75ff. 

Rıssachse 38 

Rohstoffikostenvektor 88 

Rohstoff-Verbrauchsvektor 
88 

römische Zahlzeichen 8 

Rotationskörper 70 


Router 94 
Rundungsregeln 10 
5 


Sarrus, Regelvon 84 

Sättigungsmanko 71 

Satz 

‚binomischer 44 

— des Cavalieri 37 

— des Pythagoras 33 

— des Thales 33,35 

— von Bayes 47 

— vondeMoivre 13 

— von Vieta 22 

Säulendiagramm 42 

Scheitelgleichung 80 

Scheitelpunkt 22,80 

Scheitelpunktsfiorm 22 

Scheitelpunktslage 80 

Scheitelwinkel 35 

schiefsymmetrische Matrix 
82 

Schleife, nachprüfende 
und vorprüfende 91 

Schlüssel 96 

Schlussrechnen (= Dreisatz) 
17 

Schnittgerade 77 

Schnittmenge 5 

Schnittpunkte (Graphen) 15 

Schnittwinkel 21,77 

Schrägebild 38 

Schuld, gesamtfällige 19 

Schuldentilgung 19 

Schwerpunkt (Dreieck) 
32,73 

SCP (Secure Copy Protocol) 
94 

Sehne 30 

Sehnensatz 35 

Sehnen-Tangenten-Winkel 
35 

Sehnenviereck 35 

Seitenansicht 38 

Seitenhalbierende 32 

Sekante 30 

Sekantensatz 35 

Sektor (Kreissektor) 35 

senkrecht (Geraden) 21, 30 

senkrechte Dreitafel- 
projektion 38 
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Sequenz 90 
SFIP 94 
sicheres Ereignis 45 
Sichtbarkeit 92 
Sıgnifikanzniveau Sl 
Sıenifikanztests 5] 
Simpson’sche Regel 68 
sın 26ff., 33 
Sınus 26f., 33 
—, spezielle Werte 27 
Sınusfunktion 26 
—, Reihenentwicklung 71 
Sınussatz 33 
Skalar 81 
Skalarprodukt 74 
SMTP 
(Simple Mail Transfer 
Protocol) 94 
Spaltenrang 82 
Spaltenvektor 82 
Spannweite 43 
Spat 74 
Spatprodukt 74 
Spezialisierung 93 
Spiegelachse 39 
Spiegelung 39,85 
spitzwinkliges Dreieck 32 
Spline 66 
Sprungstelle 62 
Spur (einer Kurve) 29 
SQL (Structured Query 
Language) 96 
SSH (Secure Shell) 94 
Stammfunktion 67 
Standardabweichung 
43,48 
—, Binomialverteilung 48 
Standardbasıs 81 
Standardnormalverteilung 
49 
—, Wertetafel 58 
stationäre Verteilung 46 
Stauchung 16 
Steigung 2] 
Steigungsdreieck 2] 
Steigungswinkel 21 
Stellentafel 9 
Stellenwertsysteme 9 
stetige Zufallsgröße 49 
Stetigkeit (Funktionen) 61 
Stichprobe 50 
Stichprobenumfang 50 
stochastisch unabhängig 
47 
stochastische Prozesse 46 
Strahl 6,30 
Strahlensätze 41 
Strecke 6,30 
Streckendiagramm 42 
Streckenteilung 41 
Streckung (eines Graphen) 
16 
Streckung, zentrische 40,85 
Streckungsfaktor 16,40 
Streckungszentrum 40 
Streifendiagramm 42 
Streudiagramm 42 
Streuung (Datenreihen) 
43 
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Streuungsmaße 
(für Zufallsgrößen) 48 
Strichdiagramm 42 
String 89 
Struktogramm 90 
Stufenform 86 
Stufenwinkel 35 
stumpfwinkliges Dreieck 
32 
Substitutionsregel 68 
Subtrahend 10 
Subtraktion 10 
— komplexer Zahlen 13 
— von Brüchen Il 
— von Matrizen 83 
— von Vektoren 73 
Summand 10 
Summe 10 
— der Außenwinkel 32 
— der Innenwinkel 32 
Summenformeln 60 
Summenregel 
—, Baumdiagramm 45 
—, Differenziation 63 
summierte Binomial- 
verteillung 55ft. 
Symmetrie 
— ebener Vierecke 34 


— von Funktionen 15, ?6f. 


Symmetriezentrum 39 
symmetrische Matrix 82 


T 


tan 27f.,33 
Tangens 27,33 
—, spezielle Werte 27 
Tangensfunktion 27 
Tangente 30, 79 
Tangentengleichung 79 
Tangentenviereck 35 
Tangentialebene 79 
TCP (Transmission Control 
Protocol) 94 
Teilbarkeitsregeln 8 
Teller 8 
—, größter gemeinsamer 8 
Telnet Protocol 94 
lerm 1] 
Testen von Hypothesen Sl 
Tetraeder 37 
Thales, Satz des 33 
Tiefpunkt 65 
Tilgungsanteil 19 
Tilgungsraten 19 


totale Wahrscheinlichkeit 47 


transponierte Matrıx 82 
Transportschicht 94 
Trapez 34 
Trapezverfahren 68 


Trefferwahrscheinlichkeit 48 


trıgonometrische 
Funktionen 


(Winkelfunktionen) 261. 


trıgonometrischer 
Pythagoras 28 

Tschebyschew ’sche 
Ungleichung 49 


T 


Ubergangsmatrix 46 


Übergangswahrscheinlichkeit 


46 
Übertragungsprotokolle 
94 
Umfang von Figuren 341. 
Umfangswinkel 


(= Peripheriewinkel) 35 
Umfangswinkelsatz 35 
Umkehrfunktion 16,28 
—, Differenziation 63 
Umkehroperation 10 
Umkreis 32,35 
Umkreismittelpunkt 32 
UML (Unified Modelling 

Language) 92 
UMTS (Universal Mobile 

Telecommunication 

System) 94 
Unabhängigkeit 
— von Ereignissen 47 
— von Vektoren 73 
unbestimmtes Integral 67 
uneigentliches Integral 68 
unendliche Reihe 60 
unmögliches Ereignis 45 
unregelmäßiges Dreieck 

32 
Unterdeterminante 84 
unterer Vıiertelwert 43 
URL (Uniform Resource 

Locator) 94 


V 
Variable 14 
Varianz 48 
—, empirische 43 
Variation 44 
Vektoren 72ft. 
Vektorprodukt 74 
Vektorraum 8] 
Vektorraumaxıome 8] 
Vektorrechnung 72ft. 
Verdopplungszeit 25 
Vereinbarung 9] 
Vereinigungsmenge 5 
Vererbung 93 
Verflechtung, lineare 87 
Verflechtungsdiagramm 
87/ 
Verflechtungsmatrizen 
87 
Vergrößerung, maßstäbliche 
40 
Verhältnisgleichung 17 


Verkleinerung, maßstäblıche 


40 
Verkürzungsfaktor 38 
Verschiebung (Graphen) 

16 
Verschiebungspfeil 39 
Verteilung 481. 

—, Binomial- 48 
—, hypergeometr. 49 
—, Normal- 49 
—, Poisson- 49 


—, Standardnormal- 49 
—, stationäre 46 
Verteilungsfunktion 49 
Vertrauensintervall 51 
Vertrauensniveau Sl 
Verzerrungswinkel 38 
Vieleck 34 
Vieleck, regelmäßiges 35 
Vielfaches 8 
—, kleinstes gemeinsames 
8 
Vierecke 34 
Vier-Felder-Tafel 47 
Vıiertelwert 43 
Vieta, Satzvon 22 
Vollwinkel 30 
Volumen 36f. 
Volumenberechnung durch 
Integration 70 
Vorderansicht 38 
Vorrangregeln 10 


W 
Wachstum 25,71 
—, beschränktes 71 
—, exponentielles 25,71 
—, logıstisches 71 
Wachstumsfaktor 25 
Wachstumsfunktionen 
25,71 
Wachstumsprozesse 71 
Wahrheitswert 89 
Wahrscheinlichkeit 45 
—, bedingte 47 
—, klassısche 45 
—, Laplace- 45 
— totale 47 
Wahrscheinlichkeitsvektor 
46 
Wahrscheinlichkeits- 
verteilung 481. 
Webseite 95 
Webseitengestaltung 95 
Wechselwinkel 35 
Wendepunkt 66 
Wendestelle 66 
Wendetangente 66 
Wertebereich (Wertemenge) 
14 
Wertetabelle 14 
Wiederholung 91 
windschiefe Geraden 76 
Winkel 30 
-— amKreis 35 
— zwischen Vektoren 74 
Winkelarten 30 
Winkeleinheiten 31 
Winkelfunktionen 26ff. 
— spezielle Funktionswerte 
27 
Winkelhalbierende 
(im Dreieck) 32 
Winkelmaße 31 
Winkelminute 31 
Winkelpaare 35 
Winkelsekunde 31 
Würfel 36f. 


Wurzeln 10,12 
Wurzelexponent 10,12 
Wurzelfunktionen 23 
Wurzelgesetze 12 
Wurzelgleichungen 24 
WWW 
(World Wide Web) 94 
Y 
y-Achsenabschnitt 2] 
Z 
Zahlen, Zahlenbereiche 7 
Zahlenfolgen 60f. 
Zahlensysteme 9 
Zähler 11 
Zählprinzip (Kombinatorik) 
En 
Zählschleife 91 
Zehnerlogarıthmus 12 
Zehnerpotenzen 9 
Zehnersystem 9 
Zeichenfolge 89 
Zeilenrang 82 
Zeilenumformungen 86 
Zeilenvektor 82 
Zentralwert 43 
Zentri-Peripheriewinkelsatz 
(= Mittelpunkts- 
winkelsatz) 35 
zentrische Streckung 
40,85 
Zentriwinkel 35 
Zerfall(Wachstum) 25,71 
Zıelfunktion 87 
Zınsansammlung 19 
Zınsanteil 19 
Zinsen 18t. 
Zinseszins 18 
Zinsperiode 19 
Zinssatz 18 
Zufallsexperiment 45 
Zufallssröße 48 
—, dıskrete 48 
—, stetige 49 
Zufallsversuch 45 
Zufallszıffern 59 
Zuordnung 14 
—, antiproportionale 17 
—, proportionale 17 
—, Wertemenge 14 
Zuordnungsvorschrift 14 
Zustandswahrscheinlichkeit 
46 
Zustandswechsel 46 
Zweierpotenzen 9 
Z/weiersystem 9 
Zweipunktegleichung 
21, 73 
zweiseitige Auswahl 90 
zweiseitiger Signifikanztest 
51 
zyklische Prozesse 46 
Zykloide 29 
zyklometrische Funktionen 
28 
Zylinder 36 


Astronomie, Physik, Chemie, Biologie 


A 
Abbildungsgleichung 
(Linsen) 130 
Aberrationskonstante 97 
Abklinekoeffizient 114 
Absorptionsgrad 119 
Abundanz 174 
Adıabatenexponent 115 
Aktivität (radioaktive) 134, 
140 
Akustik 106 
Aldebaran 99 
alkalische Lösungen 155 
Alphastrahlung 135 
a-Teilchen 134 
a-Zerfall 140 
Alter, maxımales 169 
Ampere 102,120 
Amplitude 114f., 127 
Ängström 104 
anorganische Stoffe 145 


— Verbindungen 15lff. 
Antiteilchen 134 
Äquivalentdosis 134, 140 
Arbeit 


—, Einheiten 103 

—, elektrische 120 

—, mechanısche Ill 

archimedisches Prinzip 113 

Arrhenius-Gleichung 163 

Artenanzahlen 169 

astronomische Einheit 97, 
104 

Ataır 99 

Atmosphäre (Druckeinheit) 
103 

Atmung (RO) 171 

atomare Masseneinheit 
101, 104, 140 

Atommasse 134, 138 

—, relative 134, 140 

—, Wertetabelle Il4lff. 

Atomradıen 143 

Auflösungsvermögen 131 

Auftrieb 113 

Auftriebskraft 109, 113 

Ausbreitungsgeschwindigkeit 
143, 128 

Ausdehnungskoeffizient, 
kubischer und linearer 117 

Auslöseenergie 133 

Austauschteilchen 139 

Austrittsarbeit 133 

Avogadro-Konstante (Avoga- 
drozahl) 101,119, 162 


B 
Bahngeschwindigkeit, 
mittlere 97. 
Balmer-Serie 129,133, 139 
Bar 103 
barometrische Höhenformel 
113 
Baseexponent (pXKpg) 165 
Basekonstante (Xp) 157,165 
Basıseinheiten (SI) 102 


Becquerel 134 
Bedarfsfaktor (Ernährung) 
1.41 
Beschleunigung 103, 107ft. 
Beschleunigungsarbeit 111 
Beschleunigung-Zeit-Gesetz 
(für harm. Schwingungen) 
114 
Bestandsaufnahme (Botanik) 
143 
Betastrahlung 135 
P-Zerfall 140 
Bewegungsenergie 111 
Bewegungsgesetze 107HL. 
— der Rotation 110 
Bildgröße 130 
Bildweite 129 
Bindungsenergie 140 
Biomasseproduktion 174 
Blindleistung 127 
Blindwiderstand 128 
Blutalkoholgehalt 163 
Body-Mass-Index 172 
Bohr’sche Frequenz- 
bedingung 133,139 
Bohr’scher Radius 101 
Boltzmannkonstante 101, 164 
Bosonen 139 
Brechungsgesetz 130 
Brechwert 129f. 
Brechzahl 1291. 
Brennebene 130 
Brennpunkt 130 
Brennweite 129f. 
Brewster’sches Gesetz 131 
Brückenschaltung 124 
Bürde, genetische 
(= genetische Last) 173 


C 
Candela 102, 129 
Carnot-Prozess 118 
chemische Elemente I14lff. 
chem. Gleichgewicht 164 
chem. Thermodynamik 164 
Chromosomenanzahl 173 
Chromosomensätze 173 
Code, genetischer 173 
Code-Sonne 173 
Compton-Effekt 133 
Compton-Wellenlänge 
101, 133 
Coulomb 120 
Coulomb’sches Gesetz 125 


D 

De-Broglie-Wellenlänge 133 

Deckungsgrad (Botanik) 175 

Dezibel 104 

Dichte 103 

—, ausgewählter Stoffe 105 

—, chem. Verbindungen 
(Wertetabelle) 1451ff. 

—, vonLösungen 155 

Dichteanomalie 105 


Dielektrizitätskonstante 
(= Permittivität) 120 
Diffusion 172 

Dioptrie 129 

Dipol 128 
Dissoziatıonskonstanten 156 
Doppelspalt 131 
Dopplereffekt 115,131 
Drehimpuls 103,112 
Drehimpulserhaltung 112 
Drehmoment 110,112 
—, Einheiten 103 
Drehzahl 103 
Drei-Finger-Regel 126 
Druck 103,113 

—, hydrostatischer 113 

—, osmotischer 172 
dünne Schichten 131 


E 

ebullioskopische Konstanten 
157, 162 

Effektivwert 127 

Eigenfrequenz 128 

Einfallswinkel 130 

Einheiten 102ff. 

— (Mechanik und Akustik) 
1031. 

— (Thermodynamik) 116 

— (E-Lehre u. Magnetismus) 
120 

— (Optik) 129 

— (Kernphysik u. Strahlen- 
schutz) 134 

Einzelspalt 131 

Ekliptik 97 

elastischer Stoß 112 

Elastizitätsmodul 115 

elektrische 

— Arbeit 120,123 

— Energie 120, 123,125 

— Feldkonstante 101 

— Feldstärke 120,125 

— Kapazität 120,125 

— Ladung 120,125 

— Leistung 120,123 

— Spannung 120, 123 

— Stromstärke 120,123 

elektrischer 

— Leitwert 166 

— Widerstand 

elektrisches 

-—- PReld. 123 

— Potenzial 120,125 

Elektrizitätslehre 120ff. 

Elektrochemie 166 

elektrochemische 
Spannungsreihe 160 

— der Redoxreaktionen 16] 

elektromagnetische 

— Induktion 127 


120, 123 


— Kraft 139 
— Schwingung 128 
— Welle 121,128 


elektromagnetischer 
Schwingkreis 128 
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elektromagnetisches 
Spektrum 12] 
Elektron 101, 134 
Elektronegativität I14lff. 
Elektronenaffinität, molare 
164 

Elektronenmasse 101 
Elementarladung 10] 
Emissionsgrad 119 
Empfänger 115 

Energie 

—, Einheiten 103 

—, elektrische 120 

—, ınnere 116, 119 

— kinetische 111 

—, magnetische 127 

—, mechanische 11] 

—, mittlere kinetische 119 

—, potenzielle 111 

—, relativistische 132 

Energiebedarf 171f. 

Energiedosis 134, 140 
Energieerhaltung 111 
Energiegehalt 
(Nahrungsmittel) 171 

Energieniveau 139 
Energiestrom 104, 112 
Energieumsatz 172 

Energiewechsel 171 

Energiezustände 133 
Energie-Zeit- 
Unschärferelation 133 

Enthalpie 164 

Entropie 116, 118, 164 
Entropieänderung 118 
Enzymreaktion 172 

Erde 97T 

Erdgeschichte 170 

Erhaltungssätze 

(Energie und Impuls) 
111,112 

Ernährung 17] 

Evolution 173 

exponentielles Wachstum 174 

Exzentrizität (Kepler-Ellipse) 
100 

F 

Fadenpendel 114 

Fallbeschleunigung 101 

Farad 120 

Faraday 'sche Gesetze 166 

Faraday-Konstante 101, 166 

Federhärte (Federkonstante) 
103 

Federpendel 114 

Federspannarbeit 111 

Federspannkraft 109 

Feld, elektrisches 125 
Feld, magnetisches 126 

Feldkonstanten 101 

Feldstärke, elektr. 120, 125 
Fick’sche Diffusionsgesetze 
172 

Flächeneinheiten 103 
Flaschenzug 109 
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Flammenfärbung 161 
Fluchtgeschwindigkeit 100 
Fluss, magnetiıscher 120, 126 
Flussdichte, magnet. 120, 126 
Fotoeffekt 133 
Frequenz 103,114 
Frequenzbedingung, 
Bohr’'sche 133,139 
fundamentale 
Wechselwirkungen 139 
funktionelle Gruppe 144 


G 

Galaxıs 99 

Galileitransformation 132 

Gammastrahlung 121,135 

v-Zerlall 140 

Gas, ideales 119 

Gasgleichung (alle. 
Zustandsgleichung) 119 

Gaskonstante, universelle 
101,119, 166 

Gastheorie, kinetische 119 

Geburtenrate 174 

Gefahrstoffe 167 

Gegenstandsweite 129 

geneigte Ebene 109 

genetische Last 173 

geradlinige Bewegung 107 

Gesamtumsatz 172 

Geschwindigkeit 107ff. 

— Einheiten 103 

—, kosmische 100 

Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz 
107f., 114 

Gesetz 

—, Brewster’sches 131 

—, Coulomb sches 125 

—, Hooke’sches 109 

— Ohm’sches 123 

— von Amontons 119 

— von Boyle u. Mariotte 119 

— von der Erhaltung der 
mechanischen Energie 
Ill 

— von der Erhaltung 
des Drehimpulses 112 

— von der Erhaltung 
des Impulses 112 

— von Gay-Lussac 119 

— von Hubble 100 

Gesetze 

—, Faraday’sche 166 

—, Kepler'sche 100 

—, Kirchhoff’sche 124 

Gewichtskraft 109 

GHS-Verordnung 167 

Gibbs-Helmholtz-Gleichung 
164 

Gitter 131 

Gitterenthalpie, molare 156, 
164 

gleichförmige 

— Kreisbewegung 107 

— Translation 107 

— Rotation 110 

Gleichgewicht 

—, chemisches 164 

—, Säure-Base- 165 


Gleichgewichtskonstante 
164, 166 

gleichmäßig beschleunigte 

— Translatıon 107 

— Rotation 110 

Gleichstrom 123 

Gleitreibungszahl 105 

Gluon 139 

Goldene Regel der Mechanik 
109 

Gravitation I1l 

Gravitationsfeld Ill 

Gravitationsfeldstärke 111 

Gravitationsgesetz 100, 111 

Gravitationskonstante 97, 
101 

Gravitationskraft 
139 

Graviton 139 

Gray 134 

Grenzwinkel der Total- 
reflexion 130 

Grundgleichung 

— der kınet. Gastheorie 119 

— der Mechanik 108 

— der Wärmelehre 118 

—, kalorımetrische 164 

Grundton 114 

Grundumsatz 172 


100, I11, 


H 
Haftreibungszahl 105 
Halbwertszeit 134,138, 140 


Halbzelle 166 

Hall-Konstanten 12] 

Hall-Spannung 126 

Hangabtriebskraft 109 

Hardy-Weinberg-Gesetz 
173 

Härtebereiche (Wasser) 161 

Hauptreihensterne 99 

Hauptsätze der Wärmelehre 
118 

Hebel 109 

Heisenberg’sche 
Unbestimmtheitsrelation 
1.33 

Heizwert 117 

Hektar 103 

Helligkeit 

—, absolute 100 

—, scheinbare 991. 

Henderson-Hasselbalch- 
Gleichung 165 

Henry 120 

Hertz 103 

Hertz’sche Wellen 121 

Höchstalter (Lebewesen) 
169 

Höhenformel, barometrische 
113 

Hohlspiegel 130 
Hooke’sches Gesetz 109 
Hubarbeıt 111 

Hubble, Gesetz von 100 

Hubble-Konstante 97 
Hydratationsenthalpie, 
molare 156 

hydraulische Anlagen 113 


hydrostatischer Druck 113 
Hydronıum-Ionen- 
konzentration 165 
Hydroxid-lonen- 
konzentration 165 


| 
ideales Gas 119 
Impuls 112 
-, Einheiten 104 
— (Lichtquant) 133 
Impulsänderung 112 
Impulserhaltung 112 
Individualfitness 173 
Induktion, elektromagnet. 
127 
Induktionsgesetz 127 
Induktionsspannung 127 
induktiver Widerstand 128 
Induktivität 120,127 
Inertialsystem 132 
innere Energie 116, 119 
Intensität (Schallwelle) 115 
Interferenz 131 
am Doppelspalt 131 
— amEinzelspalt 131 
am Gitter 131 
— an dünnen Schichten 131 
Ionen 144 
lIonendosis 140 
Ionenexponent 165 
Ionenprodukt 165 
lonenradien 143 
lonensubstanzen 156 
isobare, ısochore und 
ıisotherme Zustands- 
änderungen 119 
Isotope, radıoaktive 138 


J 
Jahr, sıderisches 

und tropisches 97 
Joule 103,116, 120 
Jupiter 98t. 


K 

Kp-Wert 165 
—, Wertetabelle 157 
Kalorie 103, 116 
kalorımetrische 
Grundgleichung 164 
Kapazität, elektr. 120,125 
kapazitiver Widerstand 128 
Karat 104 
Kastenpotenzial 
(Potenzialtopf) 139 
Kelvin 102,116 
Kepler'sche Gesetze 100 
Kernbindungsenergie 140 
Kernphysik 134ff. 
Kilogramm 102 
kinetische Energie 111 
kinetische Gastheorie 119 
Kirchhoff’sche Gesetze 

124 

Kirchhoff’'sches 
Strahlungsgesetz 119 
Knotensatz 124 
Kohlenwasserstoffe 144 


Komplexzerfallsexponent 
166 

Komplexzerfallskonstanten 
156, 166 
Kompressionsmodul 115 

Kondensator 124 

— auf-undentladen 125 

Konzentration 1621., 165 
Körpermassenindex 172 

kosmische 

— Geschwindigkeit 100 

— Strahlung 121 

Kraft 107f8. 

—, Einheiten 104 

—, elektromagnetische 139 

—, schwache 139 

—, starke 139 

Kraftstoß 104, 111 
Kraftwandler 109 
Kreisbewegung, 
eleichförmige 107 
Kreisfrequenz 114 
Kreuz-Mischungsregel 163 
kryoskopische Konstanten 
157, 162 

Ks-Wert 165 

—, Wertetabelle 157 
kubischer Ausdehnungs- 
koeffizient 117 
Kurzwellen 121 


L 


Ladung, elektrische 
Lageenergie 111 
Längeneinheiten 104 
Längenänderung 118 
Längenausdehnungskoeffizient 
(=linearer A.) 117 
Längenkontraktion 132 
Langwellen 121 

Last, genetische 173 
Lautstärkepegel 104, 106, 
115 

Leistung 

—, Einheiten 104 

—, elektrısche 120, 123 

—, mechanische 112 

—, thermische 118 
Leistungsfaktor 127 
Leistungsumsatz 172 
Leiterschleife 126. 
Leitwert, elektrischer 166 
Lepton 134 

Leuchtkraft 100 

Licht (Frequenzen) 121 
Lichtgenuss 174 
Lichtgeschwindigkeit 97, 
101,129 

Lichtjahr 104 
Lichtstärke 129 
Lichtquant 133 
Lichtwelle 131 

linearer Ausdehnungs- 
koeffizient 117 
Lineweaver-Burk-Gleichung 
172 

Linse, dünne 130 
Linsenebene 130 
logistisches Wachstum 174 


120, 125 


Lorentzfaktor 132 
Lorentzkraft 126 
Lorentztransformation 132 
Löslichkeit 166 
— einiger Gase u. Salze 159 
Löslichkeitsexponent 166 
—, Wertetabelle 158 
Löslichkeitsgleichgewichte 
166 
Löslichkeitsprodukt 
Lösungen, alkalısche 
undsaure 155 
Lösungsenthalpie, molare 164 
Lyman-Serie 133, 139 


158, 166 


M 

magnetische 

— Feldkonstante 101 

— Flussdichte 120,126 

magnetischer Fluss 120, 126 

magnetisches Feld 126 

Magnetismus 120,126 

Mars 981. 

Maschensatz 124 

Masse 104 

— .molare 116,119, 162 

—, relativistische 132 

Masse-Energie-Beziehung 
132 

Massenanteil 155, 162 

Massenberechnung bei chem. 
Reaktionen 163 

Massendefekt 140 

Masseneinheiten 101,104 

Massenkonzentration 162 

Massenwirkungsgesetz 
(MWG) 164 

Massenzahl 140 

Mechanık 10311. 

mechanische 

— Arbeit 111 

— Energie 111 

— Leistung 112 

— Schwingungen 114 

— Wellen 115 

Merkur 98 

Meter 102 

Michaelis-Menten- 
Konstante 172 

Mikrowellen 121 

Milchstraßensystem 99 

Minute 104 

Mischungsgleichung 163 

Mischungsregel 163 

Mittelwellen 12] 

mittlere 

— Bahngeschwindigkeit 97T. 

— kinetische Energie 119 

— Reaktionsgeschwindigkeit 
163 

Mol 102,116 

Molalität 162 

molare 

— freie Reaktionsenthalpıe 
164, 166 

— Gitterenthalpie 156, 164 

— Hydratationsenthalpie 
156, 164 

— Lösungsenthalpie 164 


— Masse 116, 119, 145 ff. 
(Wertetabelle), 162 

— Reaktionsenergie 164 

— Standardbindungs- 
enthalpıe 164 

— Standardgrößen 151f. 

— Standardionisierungs- 
enthalpıe 164 

— Standardreaktionsentropie 
164 


molares 
— Normvolumen 101, 162 
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Newton 104 
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Potenzial, elektr. 120,125 
— ım Plattenkondensator 
123 
Potenzialtopf 139 
potenzielle Energie 111 
Primärspannung 127 
Protolysegrad 165 
Proton 101, 134 
Protonenmasse 101 
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Radıant 104 

Radioaktivität 135f. 
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Scheinwiderstand 128 
schiefe Ebene 109 
Schmelzpunkt 116f. 
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—, Wertetabelle 145ff. 
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Selbstinduktionsspannung 
12.7 
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Spannungsteilerregel 123 
Spannunsgsteilerschaltung 
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Sterberate 174 
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163. 
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Strahlenschutz 134 
Strahlung, kosmische 121 
Strahlungsgesetze 119 
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Translation 110 
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Wien’sches 119 
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123 
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Wirkleistung 127 


Wirkungsgrad 104,112 
— für Wärmekraftmaschinen 
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Wirkungsquantum, 
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Wurfbewegungen 108 
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144 
Zeigerarten 174 
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Zeigerwerte 175 
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